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Stosuj^c operacj§ T a (zob. §48) do wzorow (63.2) i (63.6) y 
otrzymnjemy wzory ogolniejsze: 

— a j 2 _j__ ^ 2 jn ^ fit BnifiH 2 ) •t cos /ft]J 

dla 71 = 1,2,... i 

s 

Ks-af + p*}*- 

= {2 (^~ )(2^)- 2 ^ n ~ l(/?¥) ' | Sin ' * cos /»)} 
dla 7i = 2,3,... 


CZJjlsO TEZECIA 


SZKIC OGdLNEJ TEORII 
rOwnan rOzniczkowych LINIOWYCH 
o wspOlczynnikachj stalych 


BOZDZIAli I 

Rownania jednorodne 

§ 1. Uwagi wst^pne 

Eownanie strnny drgaj^cej, rownanie eiepia i rownanie tele- 
grafistow s% przykiadami rownan rozniczkowyeb liniowych. o wspol- 
czynnikacb staiych; maj^ one postae 

x" — a?s 2 x = 0, x“— asx = 0, x"~-{Ls +B)(Gs + G)x = 0. 

Obecnie zajmiemy si§ rownaniami ogolniejszymi 

( 1 . 1 ) a m x( m > +... + H x = /(% 

wspolczynniki a mj ...,a 0 (a*,4=0) mogg. by6 dowolnymi operato- 
rami, f(l) dowoln% fnnkcj^ operatorow% ciggig.; x = x(l) jest fnnkejg 
operatorowg> niewiadomg,. W szezegolnym przypadku, gdy opera- 
tory a OT ,...,a 0 s% liczbami a f(X) fankej% liczbowg,, rownanie (1.1) 
moze bye traktowane jako zwykle rownanie rozniezkowe o wspoi- 
czynnikacb stalych; wobec tego teoria, ktorg, tu naszkicujemy, 
moze bye nwazana za uogolnienie klasyeznej teorii tycb ostat- 
nich rownan. 

W rozdziale pierwszym omowimy rownania jednorodne, to 
znaezy takie, w ktorych fonkeja f(l) jest tozsamosciowo rowna 
zeru. 
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§ 2. Rdwnania charakterystyczne 

Maj^c do rozwi^zania rownanie jednorodne 

(2.1) a m x( Jji > + ...+ a o x=^0 (a m 4=0) y 

szukamy najpierw rozwi^zan w postaci funkcyj wykladniczyeh 
x=et u . W tym celu w rownaniu (2.1) podstawiamy x = e Xu 

a m u m e Xu +...+ a 0 e Xu =0; 

poniewaz fonkcja wykladnicza jest rozna od zera dla kazdego l r 
mozemy rowno^c podzielid przez e Xu . W ten sposob docbodzimy 
do rownania 

(2.2) a m u m + .,.+ a 0 = 0, 

ktore nazywamy rownaniem charalcterystycznym rdwnania rozniczko- 
wego (2.1). Wielomian 

P{u) = a m u m + ... + a 0 

b§dziemy nazywali wielomianem charakterysiyeznym . 

Me kazde rownanie ksztaltu (2.2), gdzie a m) ...,a 0 dowol- 
nymi operatorami, jest rozwi^zalne, to znaezy nie zawsze istnieje 
operator u speiniaj^cy to rownanie x ). Eozwazaj^c rownania rozni- 
czkowe b^dziemy stale zakiadali, ze icb rownanie cbarakterystyczne 
ma m pierwiastkow, to znaezy tyle, ile wynosi jego stopien; pier- 
wiastki te nie konieeznie ninsz^ byd rozne. Sci^lej mowi^c, b^dziemy 
stale zakiadali, ze wielomian ebarakterystyezny P(u) rozklada si§ 
na m czynnikow liniowycb 

m 

(2.3) P(u) = amJJXu—w^ 

(rozktad na takie czynniki jest zawsze jednoznaezny). 

Zalozenie to jest usprawiedliwione o tyle, ze we wszystkicb 
zastosowaniacb wyst^puj^ wla^nie takie wielomiany, ktoryeb roz- 
Mad na czynniki daje si§ efektywnie wykonad. Na przykiad w przy- 
padkn rownania ciepla x n — a 2 sx~ 0 wielomian ebarakterystyezny 
a 2 s rozklada si§ na czynniki (^ + a 

*) Przykiad rownania nier ozwiq>zalnego nie jest latwy i nie zostal dot^d 

opublikowany. 
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§ 3, O funkcjaeh wykladniczyeh 

G-dy znamy juz pierwiastki rownania eharaktery- 

styeznego, nalezy utworzyc fnnkcje wykladnicze c Xw t*. Tu pojawia 
si§ nowa trndno^d, gdyz funkcje takie nie zawsze istniej%. Mo ze 
si§ mianowicie zdarzyd przy pewnycb operatoracb w , ze jedynym. 
rozwi^zaniem rownania rozniezkowego x'=wx jest funkeja iden- 
tyeznie rowna zeru; wskntek tego waronek dodatkowy #(0) = 1, 
ktory ma spelniad kazda funkeja wykladnicza, nie moze bye spel- 
niony. 

Na przykiad nie istnieje funkeja wykladnicza e* 8 (X rzeezy- 
wiste). Gdyby bowiem istniala, to przy odpowiednio dobranym ope- 
ratorze ^=4=0 funkeja y(X) = ge aa bylaby parametryezna 

#W=={y(M)} 


w przedziale 0<1<1 i spelnialaby w nim rownanie y'(X) = isy(X). 
Tym samym spelnialaby rownanie y”(X) + s 2 y{X) = 0, lub eona jedno 
wyebodzi, fankeja dwocb zmiennycb y{X,t) spelnialaby rownanie 
o poebodnyeb cz^stkowycb 

(3.4) . yu(W +y*(¥) = o (o<a<i, o^<oo) 

z warunkami pocz^tkowymi 

(3.5) y(X } 0) = 0, y t (X, 0) = 0 . (0<i<l). 

Funkcje, spelniaj%ee rownanie (3.4) nazywaj% si§ funhejami 
harmonieznymi. Z teorii tycb f unkeyj wiadomo, ze o ile warunki 

(3.5) s% spelnione, to y{X,t) jest identyeznie rowne zera. Stgd 
e a * = y(X)/q = 0 w przedziale [0,1], eo jest niemozliwe. 

Me istnieje wi§c fankeja wykladnicza eP*. Symbol eF* nie 
ma wobec tego zadnego sensu, podobnie jak na przykiad symbol 
Nonsensem byloby mowid, ze fankeja e as jest identyeznie rowna 
zera, gdyz waranek #(0) = 1 tkwi w definieji kazdej funkcji wy- 
kladniczej. 

Z nieistnienia e m wynika, ze nie istnieje tez funkeja er***. 

Gdyby bowiem istniala, to funkeja x(X) =“ 3 ^ spelnialaby row- 

nanie x'(X)=isx(X) z warunkiem a?(0) = l, bylaby wi§c funkej% wy- 
kladnicz^ e iX *. 
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Jezeli istniejq, funkcje wykladnicze e Xw y i e Xw * (X rzeezywiste), to 
isinieje rowniez funkcja wykladnieza e x ^+ w ^ i jest rowna iloczy- 
nowi e Xw '>et w *. 

Istotnie, pisz^c x(X) = e Xw \e Xw *, mamy 

x'(X) = w x e^ w ^ * e Xw * -j~ e Xu)t - w % e XfVs = (w x + w z )e Xw *- • e Xw * 

oraz #(0) = 1*1=1, co dowodzi twierdzenia. 

Jezeli isinieje funkcja wy kladnicza e Xw (X rzeczywiste ), to przy 
kazdym a rzeczywistym funkcja e Xaw jest rowniez wykladnieza. 

Wynika to od razu z wzoru na rozniezkowaniefunkcji zlozonej. 

Z obydwu powyzszych twierdzen wynika, z e, jezeli istniejq, 
funkeje wykladnicze e Xw * i e Xw * } to przy wszelkich a x i a 2 rzeczywistych 
isinieje rowniez funkcja wykladnieza e x ^ w ^ w ^. 

Uwaga. Mozna by podj%6 proby takiego uogolnienia poj§cia 
operatorow, zeby funkcja wykladnieza e Xw zawsze istniala. Jednakze 
wla^nie fakt nieistnienia pewnycb funkeyj wykladniczycb przed- 
stawia korzy^ci praktyezne i pozwala na przyklad sklasyfikoWac 
rownania cz%stkowe w taki sposob, ktory nlatwia dobor metod 
ieb rozwi^zywania. 

; . ' - ' : ■ it 

§ 4. Logarytmy 

Operatory w, dla ktorycb istnieje funkcja wykladnieza e Xw ; 
b^dziemy nazywab logarytmami. Na przyklad operatory s i Ys 
logarytmami, operator za£ is nie jest logarytmem, Kazda liezba 
zespolona jest logarytmem. 

Z twierdzen podanycb w poprzednim paragrafie wynika, ze 
jezeli w ± i w % sq, logarytmami , a x i a % zas dowolnymi liezbami rzeezy- 
wistymi, to operator a x w 1 ^a % w% jest rowniez logarytmem. 

Na przyklad operatory 

i + V$i 2s—S}s 

s% logarytmami. 

Jezeli w x jest logarytmem , w % zas nie jest logarytmem , to opera¬ 
tor a x w x +a 2 w 2 (a^a 2 =[=0 liezby rzeczywiste) nigdy nie jest logary- 
imem. Istotnie, gdyby byl logarytmem, to rowniez operator 

CL X 1 

W 2 —• — — — («!»! + a 2 W 2 ) 

a Z a 2 


§4 
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ion 


bylby logarytmem, wbrew zalozeniu. Ha przyklad operatory 


(1 + i)s, 



l.ft. 


nie sg. logarytmami. 

Z raebunku wykonanego w paragrafie 2 wynika, ze jezeb 
pewien pierwiastek rownania ebarakterystyeznego (2.2) jest 
logarytmem, to funkcja wykladnieza e Xm t* spelnia rownanie roz~ 
niezkowe (2.1). 


§ 5. Wielokrotne pierwiastki rownania 
charakterystycznego 

Pierwiastek rownania (2.2) nazywamy x-krotnym, jezeb 
wielomian P{u) zawiera x czynnikow postaci u — Wp. Na przyklad 
operator — s jest pierwiastkiem dwukrotnym rownania 

(5.1) u z +su 2i —s 2 u—s z = 0, 

poniewaz u*+su 2 —su 2 —s 3 = (u+s) 2 (u—s). Natomiast pierwiastek s 
jest jednokrotny, poniewaz czynnik u—s wyst§puje tylko raz. 

Jezeli operator Wp, b^dqcy logarytmem , jest x~krotnym pierwiast- 
kiem rownania (2.2), to kazda z funkeyj 

(5.2) )/ w ^, t~ l e Xw P 

spelnia rownanie (2.1). 

Dowod. Jezeb x(X) = X*e*™** (o naturalne), to na podstawie 
twierdzenia Leibnitz a o rozniezkowaniu iloczynu mamy 


®*(A)= j> Q ot (fry-*= 


/=0 
Jt 


gdzie nalezy przyj^.6 

R achu nc k operator6w 




;=o 

, <T .,, = 0 i ( a )=0, o ile j>a. 

\lj 


17 





258 


ROZDZIAb I — Rdwnania jednorodne 


Wobec tego 




k -0 


k -0 


i =0 





m 

Z algebry wiadomo, ze jezeli wielomian P(w) ■u k roz~ 

k=0 

lozonynaczynnikiliniowezawiera x jednakowych czynnikow u—Wp Y 
to jego’ j-ta pochodna (O^j^x—1) 


*=/ 


ft! * , 

«*(i=5)T“^ 


jest rowna zerti dla u—Wf,. Jezeli wi§c Q^cr^lx —1, to mamy row- 
nosd * 


m 

^’a*aK*)(A)= 0 
0 


w ealym rozwazanym przedziale. Zatem funkcja ®(A) spebaia row- 
nanie (2.1). 

Przyklad. Bownanie 

(5.3) x rn -\-8x ,r — s 2 x' —s 3 a?=:0 

ma rownanie eharakterystyczne (5.1), dla ktorego operator —» 
jest pierwiastkiem podwojnym. Wobec tego kazda z funkcyj 

er x * i ler** 

spehna rownanie (5.3), co latwo mozna sprawdzid przez podsta- 
wienie. 


§6 
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Bozwi^zanie og61ne 

§ 6. Rozwiazanie ogolne 

Zgodnie z udowodnionym twierdzeniem dla kazdego pier- 
wiastka ktdry jest logarytmem, mozna wypisad tyle rozwi%- 
zah (5.2), ile wynosi jego krotnosc. Jezeli wi§c rownanie eharakte- 
rystyczne (2.2) ma ogdlem p pierwiastkow-logarytmdw (liczonych 
wedlug krotnofci), to mozemy wypisad p rozwi%zaii; oznaczmy 
je przez 

j Xp{X). 

Jezeli g x , ... ,c p s% dowolnymi operatorami, to funkcja 

(6.1) a?(A)-c A (A)+...+o p ^(A) 

jest rowniez rozwi%zaniem rownania (2.1). Wyrazenie (6.1) nazy- 
wam j rozwiqzaniem ogolnym rownania (2.1); zawiera ono tyle sta- 
tych dowolnych, ile wynosi liezba pierwiastkow-logarytmow row¬ 
nania charakterystycznego. 

Przyklady. 1. Dla rownania 

x f,,J rsx ff —s 2 x'—s 3 x = 0 

rownaniem charakterystycznym jest 

u z + su 2 — s 2 u — s s == 0. 

Ma ono jeden pierwiastek pojedynczy s i jeden podwojny —s; 
obydwa logarytmami. Bozwi^zame ogblne zawiera wi§c trzy 

stale dowolne i ma postad 

x( X) = c x tf* + + <? 3 Xe - U . 

2. Dla rownania 

a?"'+ sx" + s 2 x'+s z x = 0 
rownaniem charakterystycznym jest 

u 3 + su 2 +s 2 u-{-s z = 0. 

Ma ono trzy pierwiastki is , — is, oraz — s , z ktorych tylko ostatni 
jest logary tmem. Wobec tego rozwiazanie ogolne zawiera jedn% 
stalq, dowoln% 

x(X) — cer**. 


17 * 
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3. Dla rownania 

x"-{-s 2 x = 0 

mamy rownanie charakterystyezne 

u 2 +s 2 = 0, 

£aden z jego pierwiastkow is, —is nie jest logarytmem. Wskutek 
tego rozwigzanie ogolne sprowadza si§ do postaci 

o?(A) =0 

i nie zalezy od stalej. 

W zaiezno^ei od liezby pierwiastkow-logarytmow b§dziemy 
rozrozniali trzy typy rownaii rozniczkowych: 

Rownanie rozniezkowe jest 

logarytmiczne, gdy wszystkie pierwiastki rownania cliarak- 
terystyeznego s% logarytmami; 

ozyste , gdy zaden z pierwiastkow rownania charakterysty- 
oznego nie jest logarytmem; 

mieszane, gdy pewne pierwiastki rownania charakterysty- 
eznego logarytmami, inne za£ nie s^> logarytmami* 

W przypadku, gdy wspolezynniki rownania (2.1) s% liczbami, 
mamy do czynienia z klasycznym rownaniem rozniczkowym o wspol- 
ezynnikach stalych. Jest ono logarytmiczne i dzi^ki temn rozwi%- 
zanie ogolne ma zawsze m stalycb dowolnycb, to znaczy tyle, ile 
wynosi rzgd rownania rozniczkowego. 

Ha ogol jednak, jak widzieli^my z podanych przykladow, 
liczba stalyck dowolnycb, wyst§puj%cyck w rozwi^zaniu ogolnym, 
moze byd mniejsza od rz§du rownania. 

Bardzo wazne jest twierdzenie, ze Jcazde rozwiqzanie rowna- 
nia (2.1), More istnieje w pewnyrn przedziale (a,ft), daje si$ zawsze 
przez odpowiedni dobor stalych c x ,...,c p otrzymad z rozwiqzania ogolnego . 

Dowod tego twierdzenia opiera si§ na pewnyrn twierdzeniu 
o jednoznaczno i ci, ktore omowimy w nast§pnym paragrafie. 

dwiczenia. Napisae rozwi^zania* og 61 ne dla nast^puj^cycli rownaii 
rdzniczko wy ch: 

(a) x'"+ i 8 x''+ 4:8 x'+ 16s 3 a = 0; 

(£) x'"-\-s z x — 0; 

(y) a®-— s l x = 0; 

(&) 8x'"+( S s+*+l)(x''+x')+sx^0; 

(e) jc( 4 )+s 4 3;=0. 


ion 
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§ 7. Twierdzenie o jednoznaczno&ci rozwi^zaii 

Twierdzenie. Jezeli dane scf, operatory lc Q ,... i pewien 
punkt X 0 przedzialu (a, ft), to istnieje go / najwyzej jedna funlccja ope - 
ratorowa x(X), spelniajq,ca w (a,ft) rownanie (2.1) i warunH 

(7.1) x{X 0 ) = 7c 0 , x'{X^^l x , x^(X Q ) = l-m- 1. 

Dowod. Przypu&dmy, ze istnieje dwie takie fnnkeje x x {X) 
i x 2 (X ). Wtedy ich rdzniea 

x{X)==x x {X)—x 2 {X) 

spelnia rowniez rownanie (2.1) w przedziale (a,P) i warunki 

(7.2) x{X Q ) = 0, x'{X 0 ) = 0, ..., ^- 1 >(A 0 )=O. 


Wystarozy wi§c udowodnid, ze kazda funkcja x(X) spelnia- 
j^ca w (a, ft) rownanie (2.1) i warunki (7.2) jest rownazeru w (a,$„ 
W przypadku m = 0 twierdzenie jest oczywiste; w przypadku 
m—l udowodnili^my je w paragrafie 17, cz. II. Prowadz^e dowod 
przez indukcj§, zalozmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla rownaii 
rz§du 0,1,.., ,m —1; wykazemy, ze z tego wynika prawdziwo^d 
twierdzenia dla rownan rz§du m. 

Wprowadzmy funkcja pomocnicz^ 


(7.3) 


m—l 


yW = 2 + 

f=0 

+ x( m -V{X)xVr»{p—X) + x^(X)^^(p-X% 


gdzie p jest dowolnie ustalon% liezby tak%, ze 

(7.4) a<[x—X 0 <ft. 

Wtedy 

m—l 

y\X) = 2 —A) — a®—A)] = 

i=0 

m—l m—l 

= x^\X)2 atS0{ft—X)—a^(/i—X)2 ^{l), 

i=0 4 i=0 

Ale wobec (2.1) mamy 

m—l 

2 a t x®{X) =—a m x ( P i >{X) 

i- 0 
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i, zast^puj^e A przez A, 


zatem 


m~ 1 

2 aix^ifi — k) = — a m x( m \u — A); 


i—0 


y'(X) = -xW{X)>a m rt m \ijL— A) + a?< m )(/*— X)-a m & m \X) =0. 

Bowno4<5 ta zacbodzi dla tycb warto^ci X z przedzialu (a,/}), 
przy ktorycb p—X nalezy rowniez do (a,/?), zachodzi wi§c w cz^ci 
wspolnej I przedzialow (a,/?) i a). ]St%d wynika, ze 

funkeja y(A) jest stala w I. Poniewaz punkt A 0 nalezy do I i po- 
niewaz z warunkow (7.2) wynika, ze y(A 0 )—0, wi§c musi by<$ y(X )—0 
tozsamo^eiowo w I, to znaczy musi by6 

m— 1 

, 7 K , 2 +aP**Wam(p-X) + 

l ( -°i i=o 

+... + a0> ( X) a*™- 1 ) —A)] = 0, 
o ile tylko spelnione nierowno^ci (7.4) 

a<X<ft i a< l «—!-</?. 

Podstawiaj^e x = /u—X w (7.5) i wyci^gaj^c przed znak sumy 
wyrazy zawierajg.ee pochodng, otrzymamy 


(7.6) 


[a m _1®0«-1){*) +a 0 aj(j<)]a;( m - I >(A) + 

m—1 

+(A)a# -1 )(-f- .■.. + aK0(A)ffl( in - , )(«)] = 0; 
1=0 


rownogc ta jest spelniona, o ile tylko - 

(7.7) a<x<p, a<X<p i a<x-X 0 + X<p. 

Mech X bgdzie dowolnym punktem wewngtrz przedziala (ajy, 
udowodnimy, ze *(A) = 0. Rozroznimy w tym celu dwa przypadki: 

1. W kazdym otoczeniu punktu X 0 istaiejg, warto^ci x, dla 
ktdrych 

#m-l^*-1) ( x) 4*. .. + a 0 x{ x) 4= 0. 

Spo&rod tych wartogci wybieramy tak%, zeby («—A 0 | bylo mdiejsze 
od kazdej z liczb 

X 0 —a, X a, /S—X 0 i fi —£ 


ion 
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Wtedy jest 

a + | x —A 0 |<A 0 </?— \x —A 0 [ 
i 

a + |x—A 0 |<A<£ — |tt—A 0 [. 

Jezeli A nalezy do przedziala 

(7.8) a + |^—A 0 |<A</?——A 0 ], , 

to sspelnione nierownosci (7.7). Wobee tego rownanie (7.6) jest 
•spelnione dla wszystkicb A z przedziala (7.8); jest to rownanie 
rz§du m—1, gdyz wspolezynnik przy najwyzszej poebodnej a^ m ^(X) 
jest rozny od zera. Poniewaz punkt A 0 nalezy do przedzialu (7.8) 
i w punkcie tym s% spelnione rowno^ei 

(7.9) ^o(^o) = 0, ^-2)(A 0 )=(K 

wi§c na podstawie zalozenia indukeyjnego, ze twierdzenie jest 
prawdziwe dla rownan rz§dn <m—1, wynika, ze #(A) = 0 dla kaz« 
dego A z przedziala (7.8). Ale punkt A nalezy do tego przedzialu, 
marny wi§c w szczegolno^ei x[X) — 0, co ehcielitoy udowodnid. 

2. Istnieje takie otoczenie punktn A 0 , ze dla wszystkicb x na- 
lez^cycb do tego otoczenia jest 

a m ~ +... + a 0 x(x) = 0. 

Zalozmy na razie, ze co najmniej jeden ze wspolczynnikow 
u m -i ; ...,<x 0 jest rozny od zera, i oznaczmy przez (a 0 ,p 0 ) najwi^kszy 
przedzial (zawieraj^cy punkt A 0 ), w ktorym ta rowno^c jest spel- 
niona. Wowczas z rowno^ei (7.9) i zalozenia indakeyjnego wynika, 
ze a?(A)=0 w przedziale (a 0 ,j5 0 )* J^eli A jest poza przedzialem (a 0 ,/? 0 ), 
to mozna ustalic X x z przedzialu (a 0 ,^ 0 ) i x poza tym przedzialem, 
tak zeby rowno^c (7.6) zacbodzila wewn^trz pewnego przedzialu 
zawieraj^cego punkty A i A. Poniewaz o?(A 1 )=0, wi§c podobnie 
jak w przypadku 1 musi bye ir(A)=0. 

Pozostaje jeszcze uwolnid si§ od zalozenia, ze co najmniej 
jeden ze wspolczynnikow c m _i,...,a 0 jest rozny od zera. Ale gdy 
wszystkie s^ rowne zera, to rownanie (2.1) redukuje si§ (po podzie- 
leniu przez a m ) do postaci ^ m ^(A) = 0. Zatem fankeja ^ m ~^(A) musi 
byd stala w (a,/?). Poniewaz aK m ~ J >(A 0 ) ==0, wi§c jest wsz^dzie 
cc( m b(A) = 0 w St^d przez indukcj§ jest u?(A)—0 w W ten 

^posob dowod twierdzenia jest zakonezony. 
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§ 8. Rownanie logarytmiczne 

W przypadku rownania logarytmicznego wszystkie pierwia¬ 
stki rownania cbarakterystycznego sq> logarytmami i rozwi§,zanie 
ogdlne zawiera m stalycb dowolnycb * 


x[X) — +... + 

Maj%c dowolnie zadane operatory ipewien punkt X^ 

mozna dobrae stale w ten sposob, zeby byly spe tni one wa- 

runki (7.1). Wystarczy w tym eelu rozwi^zac wzgl^dem e 1 ,...,e J » 
uklad rownan 

^l^l(^o) 4” 4“ ^m^m{X o) “ K 
°l x l{X 0 ) + **• 4“ ?m%m{X o) == & 1? 


CiXi 1 ^(Iq) + ... + ^(Xq) = lc m —i . 

Bla rozwi^zalno^ei tego ukladu potrzeba i wystareza, zeby 


wyznacznik 

«t(^o) 

.. x m [Xo) 

(8.1) 

*i(A„) 

.. ^zn(^o) 





byl rozny od zera. Batwo sprawdzid, ze wyznacznik jest rozny od 
zera w przypadku, gdy wszystkie pierwiastki rownania cbaraktery- 
stycznego s^ rozne. Wtedy bowiem jest 

x 1 (2.) = c Xw t } w m (X) = e^ 

i wyznacznik (8.1) ma postac 





1 

.. 1 

:W t e^ 

.. w m 

=z eWWx +... 4 -W/n) 

w ± 

W m 




„ m — 1 

W i 

.. «r‘ 


ostatni wyznacznik, zwany wymacznikiem Vandermonde*a, jest jak 
wiadomo rozny od zera, o ile tylko wszystkie elementy 
rozne. 
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G-dy nie wszystkie pierwiastki rownania cbarakterystycznego 
sg> rozne, to w&r6d fankcyj x 1 (X),..^x m (X) b§d% niektore postaci 
}?e w v x , gdzie *>1. Wtenczas obliczenie wyznacznika (8.1) jest 
bardziej skomplikowane, jednak i w tym przypadku wyznacznik 
jest zawsze rozny od zera 1 ). 

Jezeli teraz x 0 (X) jest jak^kolwiek funkcj^ spelniaj%c^ w pew- 
nym przedziale rownanie (2.1), to zawsze mozna dobrad wspol- 
czynniki c lv ..,c m w ten sposob, zeby dla pewnego punktn X 0 prze* 
dziatu (a,£) bylo 

*(Ao)Ha> 0 (A 0 ), a (m - 1) (A 0 )=4 m ~ 1 (A 0 ). 

Ale wtedy na podstawie twierdzenia o jednoznacznosci obie 
funkcje x(X) i a? 0 (A) muszq, byd identyczne w calym rozwazanym 
przedziale. Jezeli wi§c rownanie jest logarytmiczne/to kazde jego 
rozwi^zanie mozna otrzymad przez podstawienie w rozwi%zaniu 
ogolnym odpowiednicb wartofci na stale e x ,..*,e m . 

W celu udowodnienia analogieznego twierdzenia dla rownan, 
ktore nie sg, logarytmiczne, zajmiemy si§ najpierw pewnymi wlas- 
no^ciami wyrazeii rozniczkowyck liniowych. 


§ 9. Wyrazenia rozniczkowe liniowe 

Oznaczmy lew% strong rownania rdzniczkowego (2.1) przez Lx 

m 

(9.1) ' Lx = ^ 

(.i—Q 

symbol Lx b§dziemy nazywali wyrazeniem rozniczkowym liniowym. 
Jezeli w takim wyrazeniu podstawimy za x pewn% funkcj§ opera- 
torowsj; x(X) (maj^c^ m-t% pocbodn% ci^glq»), to Lx(X) b^dzie przed- 
stawialo funkcje operatorow^ ci^gl^. 

Jezeli Lx(X)=0 tozsamosciowo w pewnym przedziale, to st%d 
wynika, ze funkcja x(X) ma nieskonczenie wiele pocbodnych w tym 
przedziale. Istotnie, mozemy wtedy napisac 

. m —1 

(9.2) a< m >(A) -- a^iXy, 

flm /,=<> 


x ) Mikusinski [30], [34]. 
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poniewaz po prawej stronie wyst§puj% pochodne tylko do rz§du m—l, 
wi§c pochodna ciggla istnieje dla prawej strony i tym samym dla 
lewe j: 

^ m — 1 

-(0.3) #0*+i)(A) =- a fX x ( J*+ 1 ){X). 

am r=o 

Pochodn^ wystepuj^cg* teraz po prawej stronie wzorn 

(9.3) mozna zast%pic. przez wyrazenie (9.2); w ten sposob po- 
chodna afp+Qft) wyrazi si§ przez same pochodne rz§du nizszego 
niz m. Wskutek tego znowu da si§ zrozniczkowad Powta- 

rzaj%c te same kroki odpowiedni^ ilo$6 razy, mozemy doj£6 do po- 
■chodnych dowolnie wysokiego rz§du. Pankcja x(X) jest wi§c nie- 
skonezenie wiele razy rozniczkowalna. 

Jezeli Lx(X)=0 tozsamosciowo w pewnym przedziale, .to row- 
niez Lx^{X )=0 tozsamosciowo w tym przedziale, jakiekolwiek 
wezmiemy n naturalne. Wynika to od razu z oczywistej rownoSci 
LxW ( X)—\Lx[X )]^. Jezeli wi§c x(X) jest rozwi^zaniem rownania 
rozniezkowego jednorodnego Lx=0 } czyli rownania * 

+... + a 0 x = 0, 

to kazda pochodna x^{X) jest rowniez rozwi^zaniem tego rownania. 


§ 10. Dziaiania na wyrazeniach rozniezkowych liniowych 

Przez sum§ (L x +L z )x dwoeh wyrazen liniowych L x x i L 2 x ro- 
zumiemy wyrazenie L x x-\-L % x. Jezeli wi§c na przyklad 

L x x = a^x r/ -\-a x x ,J ra Q x 7 

L 2 x = b 1 x' + b 0 x ) 
to 

(Al -\-L z )x — a z x 4* {&% 4~ b x )x'-{- (a 0 4- b Q )x. 

Przez iloczyn L x L 2 x dwoeb. wyrazen liniowych rozumiemy 
wyrazenie L x {L^c) t Ha przyklad, jezeli przyjmiemy (10.1), to 

L-^LfjX — a 2 {L 2 xf'~\- a^L^xy + a 0 (L 2 x) = 

= a z (b 1 x"'+ b 0 x") -f- a 1 {b x x ,, + b 0 x') 4- a Q (b x x'-\- b 0 x) = 

= a Q b 1 x'"+(a z b 0 + a x b x )x" 4- [a 1 b 0 + a Q b 1 )x , + a 0 b Q x. 
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§ 11. Wielomiany charakterystyczne wyrazen 
rdiniczfeowych liniowych 

Z kazdym wyrazeniem liniowym (9.1) jest zwi^zany wielomian 
ebarakterystyezny 

m 

P(u) = a^. 

/*=o 

Ha przyklad wielomianami ebarakterystyeznymi dla wyrazen (10.1) 

P x (u) = a z u 2 + a x u + a 0 i P 2 (u) = b x u+b Qt 

Widac od razu, ze suma 

P x {u) + P 2 {u) = a 2 u 2 + (a x 4- b x ) u + (a 0 +b Q ) 

jest wielomianem ebarakterystyeznym dla sumy (L x +L 2 )x. Podob- 
nie iloczyn 

P x {u) •P 2 (u) — a2b x u z + {a 2 b QL ^a 1 b x )u 2 +(a l b 0 +(i 0 b x )u+aQb 0 

jest wielomianem ebarakterystyeznym dla iloczynu L x L 2 x. 

Jest to prawidlo ogolne: Wielomianem charakierystyeznym dla 
sumy wyrazen rozniczhoioych liniowych jest suma ieh wielomianow 
charalcterystycznych . Podobnie, wielomianem charahterystycznym dla 
iloczynu wyrazen rozniezkowych liniowych jest iloczyn ieh wielomianow 
charakterystycznych. Prawidlo to pozwala wykonywac dzialania na 
wyrazeniach rozniezkowych liniowych podobnie jakna wielomianacb. 

Z twierdzenia tego wynika w szczegolnoSci, ze kazde wyraze¬ 
nie liniowe (9.1) daje si§ napisac w postaci 

Lx := a^L x ... Ljn x) 

gdzie LpX^x'—WpX, a jest pierwiastkiem rownania ebaraktery- 
styeznego P(u) = 0. 

§ 12. Rownania czyste 

Jezeli rownanie Lx~Q jest czyste, to kazde z rownan 
L x x = 0, ..., L m x — 0 

ma tylko jedno rozwi%zanie, mianowicie identyeznie rdwne zeru. 
Gdy a?(A)^0, to L m x[X)m0. St^d wynikatolejno, ze 
L m -iL m -iL m x{\)mb i wreszeie, L l ...L m x{2.)m 0. Zatem Lx[k)m0’, 

zadna fankoja *(A)^0 nie spelnia rownania Lx = 0. 
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Mamy wi§c twierdzenie: 

Bdwnania czyste (jednorodne) majq, tylho rozwiqzania iden- 
tyeznie r6wne zeru . 


§ 13. Rownania mieszane 

Mozemy latwo teraz udowodnid, ze kazde rozwi%zanie row¬ 
nania mieszanego Lx~0 daje si§ otrzymac z rozwi^zania ogolnego* 
przez odpowiedni dobor stalych c p . Jezeli p jest liczbg, pier- 
wiastkdw-logarytmow rownania charakterystycznego, to mozna 
przyj^c, ze rownania 

L^x = 0, ..., L p x — 0 

majg, rozwi^zania niezerowe, rownania za£ 

Lp^.\X =z 0 , Jj m x = 0 

ich nie majg,. Wprowad^my oznaezenia 

L\o%x L±.. m LpXf Lcz'X == ... JL m x, 

Wtedy rownanie 

-Zvjoga? = 0 

jest logarytmiezne i kazde jego rozwi^zanie ma postac 

(13.1) ... J \rC p Xp(X)) 

znaczenie ftmkcyj ^i(A) r ..,d? p (A) bylo omowione w paragrafie 6. 
Rownanie zas 

(13.2) . L cz x = 0 

jest czyste i ma jedyne rozwiqzanie rowne identycznie zero. 
Rownanie Lx = 0 mozna napisae w postaci 

Lcz UosX = 0. 

Jezeli funkcja x(X) nie jest ksztaltu (13.1), to L\ oz xm 0. W* kon- 
sekwencji musi bye LczL^x^^O i funkcja a?(l) nie moze spelniac 
rownania Lx = 0. Zatem kazde rozwig,zanie rownania Lx = 0 ma 
postal (13.1). 
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§ 14. Dostosowanie rozwi^zania do danych warunkdw 
pocz^tkowych, brzegowych i innych 

ITdowodnilismy, ze dla rownania rozniezkowego (2.1) dowol- 
nego typu kazde rozwi^zanie mozna otrzymac z rozwi%zania ogol- 
nego przez odpowiednie dobranie stalych e?. Rozwn*zanie ogolne 
mozna dostosowywad do roznych warunkow dodatkowych. 

Przyklad 1. bTalezy znalezc funkcja x{X) spelniaj%c% rownanie 

(14.1) #"'+ sx"— s 2 x'—s 3 x — 0 

oraz warunki 


<14.2) x(Q) = l, x'(0)==s— 1, #"(0) = s 2 +2s. 


Rozwi^zanie ogolne tego rownania ma, jak widzieMmy w pa- 
Tagrafie 6, postad 

x{X) = -f (c 2 + c 3 l) e ~ u . 

x\X) = c x se?* + (— e z s + c z — e 3 As)e-^ 


x"(X) = c x s 2 e^ s -f (c a 5 2 —2c 3 5 + c z ls 2 )e~ u . 


Przyjmuj%e 1=0 i wykorzystuj%c warunki (14.2), dochodzimy do 
rownogei 

+ <*8 = 1, 


G i s g 3^ s — 

c 1 s 2 + s 2 —2 c z s =s 2 + 2 s. 


St%d latwo wyliczamy 


c i — Jj c 2 — 0 i Ct 2 — 4. 

5/atem szukane rozwi^zanie ma postac 

x(A)=e* x —A.er x *. 

Przyklad 2. hTalezy znalezd funkcja a?(A), spelniaj^c^ row¬ 
nanie rdzniczkowe (14.1) oraz warunki 


®'( 0 ) 




a?(l) =0. 


(14.3) 


' «(0);-1, 


270 


ROZDZIAIi I — Rownania jednorodne 


W podobny sposob jak poprzednio warunki te prowadzg, do 
rowno&ci 

A + ««=—|i' 
e x s c 2 s -f* c 3 = 1 +? 


St%d 


G x e 8 + (e z + c s ) e a = 0. 


i szukane rozwi%zanie 


1 

On j 

2 s 5 


iB (A) = -(A-l)r 




Przyklad 3. Nalezy znalezc funkcje x{X) speiniaj^c^ rowna- 
nie (14.1) oraz warunki 

a?(0)=0, a?(l) =0,' j?(2) = 1. 

Mamy teraz do rozwi^zania uklad rownan 

Oi -*f“ = 0, 

e x e* + c^e-* + c 3 er* =0, 
c x e 2s + a 2 e~ 2s + 2e s e~ 2s = 1; 

znajdujemy w ten sposob 

1 11 


1 ( 6 * 
i ostatecznie 


—s\2 * 


-e-‘f 


(e s —e-’j 


*|2 > 


®W = 


e Zs ~~e~' ls le~ Zs 


(e s 


6 28 — 1 * 


Warunki podane w przyktadzie pierwszym nazywaj^, si§ wa- 
runkami poczqfkowymi , warunki za£ w przykladzie drugim warun- 
kami brzegowymi. Innv typ warunkow podany jest w przykladzie 
trzecim. We wszystkich tych przykladach znalezione rozwi^zanie 
jest jedyne, gdyz stale e lf e 2 , o 3 okre&one w sposob jednoznaczny. 

Dla jednoznacznego okre^lenia rozwi^zania potrzeba tylu wa¬ 
runkow, ile wynosiliczba stalych dowolnych w rozwi^zaniu ogolnynn 
W powyzszych przykladach byly zawsze podane trzy warunki. 
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Rownanie rozwazane w tych przykladach jest logarytmiczne. W lo- 
garytmicznych rownaniach potrzeba zawsze tylu warunkow, ile 
wynosi rz^d rownania. Jezeli rownanie nie jest logarytmiczne, to* 
liczba warunkdw wyznaczaj^cych rozwi%zanie jest mniejsza od rz§du 
rownania i rowna liczbie pierwiastkow-logarytmow rownania eha- 
rakterystycznego lub, co na j&dno wychodzi, liczbie stalych w roz- 
wig>zaniu ogolnym. 

Przyklad 4. Halezy znalezc funkcj§ %(X) spelniaj^e^ row¬ 
nanie 

-f s%" + sV+= 0 

i warunek 

0(1 ) = *. 


Rozwi^zanie ogolne zawiera teraz jedn% stal$ dowolng> (zob. § 6) 
0(A) 


wyznaczamy j% z latwofoiq, przez uwzgl^dnienie zadanego warunku^ 
ktory prowadzi do rownania 


ce~ s = s. 

St%d c~se* i szukane rozwigzanie 

0(A) = . 

Cwiczenia. Rozwi^zad nast§puj^.ce rdwnania przy zadanych. waninkackr 

(a) x'"+±8x"+4:S !l x / + 16 s*x = 0, a?(0) = i; 

(P) x'^-j-^x — O, a;(l) = 1; 

(Y) a?W — «*a? = 0, ,a;(0)=a5(l)=s; 

(8) sa; ,// +(s 2 +s+l)(x ,/ +a?')+^=0, a?(0) = 1, aj , (0 )=l—a;f-l)= 2e^-^ 
Czy znalezione rozwi^zania eq, jedyne? 








BOZDZIAZi II 

Rownaiiia niejednorodne 

§ 15. 0g61ne rozwi^zanie rdwnania niejednorodnego 

Jezeli funkcje a? 0 (A) i x x {X) speMaj% rownanie niejednorodne 

<15.1) + ... +]& 0 a3 = /(A), 

torch roznica x{X) = x 0 {X)—x x (X) spehoia rownanie jednorodne 

(15.2) a m xM + ... + a o x = 0. 

Grdy wi§c znamy chod jedng, funkcje *a? 0 (A)j spelniaj^c^ rowna- 
nie (15.1), to wystarczy znalezd rozwigzanie ogolne 

x(X) = g x x x {X) + .^ + C p %p(X) 

rownania (15.2); wtedy mamy tez od razu rozwi^zanie ogolne row- 
nania (15.1) w postaci sumy 

<15.3) . x 0 (X) + x(X) = #q(1)1+ G i x xW + **• + c p Xp[X ). 

Kazde rozwi^zanie szczegolne rownania (15.1) mozna otrzymad 
z (15.3) przez odpowiedni dobor stalych 

Ea przyklad dla rownania niejednorodnego 

<15.4) a?'"+sa?"—s 3 a>=— 1 

mozemy latwo napisad rozwi^zanie ogolne, korzystaj^c z rozwi^za- 
nia podanego w poprzednim paragrafie i z prostej nwagi, ze fnnkcja 

MV — spelnia rownanie (15.4). -Bozwi%zanie ogolne ma wi§c 
s 
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w tym przypadku gostad 

x[X) = ^3 + c x er~ x * -f- e 2 Xe~~ l * + c^e* 8 . 

Eatomiast rdwnanie 

x"-\-s 2 x = 1 
. - 
ma jedno jedyne rozwi^zanie 

gdyz jedyn% fnnkcja spelniaj^ rownanie jednorodne x"+s 2 x^0 
jest funkcja identycznie rowna zeru. 

pozwi^zanie rownania niejednorodnego sprowadza si@ wi§c 
zawsze (do rozwi^zania rdwnania jednorodnego i do znalezienia choc 
jednej funkcji spelniaj^cej rownanie niejednorodne. Znalezienie tej 
fankcji jest na ogdl tradne, a w pewnych przypadkach moze si§ zda- 
r^yd,. ze fnnkcja taka nie istnieje 1 ). W innyeh przypadkach, gdy 
prawa strona rownania (15.1) jest specjalnej postaci, znalezienie 
rozwi%zania moze byd latwe. 

§16. Przypadek, gdy prawa strona jest wielomianem 

Majgn rdwnanie 

<16.1) ■ a m x^ a Q x — b 0 -{- b n X n . (& o =i=0) 

mozemy zawsze znaleid rozwl^zanie wielomienne 

X oW — C 0 +'• *.+ Gn X n . 

Wystarczy podstawid to wyrazenie do (16.1) i,nast§pnie wy- 
znaczyd c 0r ..,c n przez pordwnanie wspdlczynnikow przy pot^gach X. 
Znaleziony w ten sposdb wielomian jest jedynym wielomianem 
spelniaj^cym rdwnanie (16.1). 

Wyznaczmy dla przykladu rozwi^zanie wielomienne dla row- 
nania 

(16.2) x u +s 2 x — sX z + 1 . 


*) Mikusihski [30], str. 233-234. 

Rachunek operator6w 


18 
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Podstawiaj^e wyrazenie 

x(X) — g 0 + g^X -f- g 2 X 2 ~t~ Q$X Z 

do (16.2), mamy 

(28 e 2 + 6 e 3 X) + $ 2 (c 0 + c x X + g 2 X 2 + g % j l 3 ) = sX s +1, 

a st^d przez pordwnanie wspolczynnikbw 

•’ ' «r 

2c 2 + s 2 c 0 = l, 

* 603 + 5 ^ = 0 , 

5 2 c 2 = 0, 

S 2 C* = S. > 


Z rownaii tych wyliczamy z latwo^ci^ 


.1 


c t = — 


c 2 — 0, 


zatem szukane rozwi^zanie ma postal 


*oW = • 


' (?3 + o ' 


0 = -; 


Jest to w ogole jedyne rozwi^zanie rownania (16.2), gdyz 
ogolne rozwi^zanie rownania jednorodnego x" + s 2 x — 0 reduku je si§ 
do zera. / 

Jezeli w rownaniu (16.1) jest a 0 = 0, to oznaczaj^c przez a k 
ostatni wspoiczynnik rozny od zera, b§dziemy mieli rozwi^zanie 
wielomienne. postaci 

®oW —g$* +... + c n X k ^ n ^ 

ktorego wspoiczynnik! wyznaczamy podobnie jak w poprzednim 
przypadku. Me jest to jednak jedyne rozwi^zanie wielomienne, 
gdyz mozna do niego dodad albo odj^c dowolny wielomian stopnia 
mniejszego od otrzymuj^e w ten sposob inne rozwi^zania wielo- 
mienne. 

dwiczenia. Znalezc rozwi^zania wielomienne dla rownan: 

(a) +$x = aX+b; • 

(P) x"—sx*+s 2 x — sA B ; 

(y) ^)+sV' = 2A 2 + I. 
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§ 17. Przypadek, gdy prawa strona jest funkcjf| 
wykladniczq 

Jezeli mamy rownanie 


(17.1) a m x^ + .:. + a 0 x = e ;Lw } 


gdzie w jest operatorem, takim ze a m w m + ...-{-a o —P(w)^:0 1 to 
mozemy od razu podad jedno^ z jego rozwi^zan. Jest nim fannkcj 


x 0 (X) 


&W 

P(W) 1 


co latwo sprawdzid przez podstawienie. 
Na przyklad dla rdwnania 


(17.2) x' n -\-sx”-\-s 2 x'-\-s 2 x~i l 

rozwi^zaniem jest funkeja 

voW = 1+s 

Jezeli P(w)—0 , to to jest pierwiastkiem rownania charaktery- 
stycznego; niech q b§dzie krotno&ei^tego pierwiastka. Wtedy funkeja 


X g p JLw 

(17 - 3) ^ )= p^ 

spelnia rownanie (17.1); F® oznaeza q- pockodn^ wielomiami _P. 
Ha przyklad dla rownania 

(17.4) x' /,j fsx" — s 2 x' — s 3 x — e~~ Zs 

wielomian P(u) ma postad 

P(u) — u z -\-su 2 —s 2 u —s 3 . 

Stwierdzamy latwo, ze P(—s) = 0 i ze —s jest pierwiastkiem 
dwukrotnym rownania charakterystycznego P(u)==0. Zatem funkeja . 


%U) 


XH~* x 

(P u -s) 


18 * 
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spelnia rownanie (17.4); poniewaz 

P''(u) =*6 u+28, 

P"(—*)=—4*,' 

wi§e mamy^ostateeznie 

x oW = -^ 6 ~ Xs - 

batwo sprawdzie przez bezpoirednie podstawienie, ze funkcja ta 
rzeczywi£teie jest rozwi^zaniem rownania. 

Dla udowodnienia w ogolnym przypa&ku, ze funkcja (17.3) 
spelnia rownanie (17.1), zauwazmy, ze w myfl racbunkow wykona- 
nycli w paragrafie 5 mamy • 


k=0 j—0 k~j 


w 


M. 


pX(a 


k=j 

%\ (w). 


P i9) (w) ^ \1 

7i zalozenia, ze w jest pierwiastkiem pkrotnym, wynika, jak wia- 
domo z aigebry, ze P^{w) == 0 dla 1. Wskatektego ostat- 

nia suma redukuje si§ do jednego tylko, mianowicie ostatniego wy- 
razu i po nproszczenin pozostaje po prawej stronie rownosci e Xw . 
A to dowodzi twierdzenia. - 

dwiczenia* Poda6 rozwi%zania szczegdlne dla nast^puj^cycli rownan: 
(a) x"+8x'-\-sPx—er-is; . 

({ 5 ) x"-f 28%'+s*x=:e'~Zs; 

(y) x"+%sx' -\- 2 &x = e-'k. 


§ 18. Przypadek, gdy prawa strona jest iloczynem 
wielomianu i iunkcji wykladniczej 

Przypadek ten obejmuje obydwa rozwazane poprzednio: 

+... + a 0 cc = {b 0 +... + b n k n ) e Xm . 

Mozna udowodnie, ze jezeli w jest- pierwiastkiem ^-krotnym 
rownania ebarakterystycznego, to istnieje zawsze rozwi^zanie po- 
staei 

®oW == (c 0 A 9 -f - ... -f- r' n X q ^ n ) e Xw . 


§18 Przypadek, gdy prawa strona jest iloczynem 277 

W praktyce stale e 0 ,...,c rt wyznaczamy przez porownanie. 
wsp61czynnik6w przy rownycb pot^gacb A. Ha przyklad, maj^c do 
rozwi^zania rdwnanie 

( 18 . 1 ) , 

szukamy rozwi^zania postaci 

^o(A) = (o 0 A + 

poniewaz n=l i #=1 (gdyz s jest pierwiastkiem pojedynczym 
rownania ebarakterystycznego). Podstawiaj^e a? 0 (A) do (18.1) mamy 

[3c 0 s 2 + 6c x s + (o 0 s 3 + Gc x s 2 )A + c^A 2 ]^® + 

4“ s[2c 0 s + 2g x + (^o® 2 4~ 4^5) A -f- CjS 2 A 2 ] e* 8 — 

— * a [>o + (V + 2c x ) A + c lt ?A 2 ]^ s — s 3 (c 0 A + c x X 2 ) e** = U**. 

Dziel^c t§ rdwno^d przez e M i por6wnuj%c wspdlczynniki przy 
rownycb pot^gacb A, znajdnjemy zwi%zki: 

4c 0 s 2 +8(?i5 = 0 , 

8^52 = 1 , 

a st%d 

__1_ ___T_ 

. °° 4s 31 Cl 3s 2 * 

Szukanym rozwi^zaniem jest wi§c funkcja 



dwiezenia. Znale£6 po jednym rozwi^zaniii szozegdlnym dla nast^pn- 
j%oyok rdwnan: 

(a) aO)— 28x"-\-$ 2 x—Per-As ; 

(P) — 2sx" -J- — 7?e—lV *. 

§ 19. Przypadek, gdy prawa strona jest komblnacj^ 
liniowq dwdcli tunkcyj 

Gdy rownanie jest postaci 

(19.1) + ... +a 0 {X) = &i/i(A) + fc^A), 

gdzie i &J 3 s% dowolnie danymi operatorami, to wystarczy znaleid 
rozwi^zanie dwocb prostszycb rdwnan 

+ •*• + a 0 X = /x(^)j ' 
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Jezeli mianowicie x x (X) jest rozwi^zaniem pierwszego z tych rownan 
a x 2 (X) rozwi%zaniem drugiego, to fankcja 

x(X) = b x x x (X) + b 2 x 2 ( A) 

jest rozwi^zaniem rownania (19.1), co daje si§ od razu sprawdzic 
przez podstawienie. 

Z irwagi tej wygodnie jest korzystac w zastosowaniach. Jezeli 
na przykiad dane jest rownanie 

(19.2) n m x^ + ...+a 0 x = b x e^ + b 2 e Xw ^ 


przy ezym w x jest pierwiastkiem g r krotnym, a w 2 pierwiastkiem 
# 2 -krotnym rownania charakterystycznego P(u) — 0, to funkcja 




p (7,) ( Wl 


-X 9 ' 


Aw t 


P i9t \w z ) 


^ X W% 


jest rozwi^zaniem rownania (19.2). 

dwiczenia. Znalezc rozwi^zania szczegolne dla nast^puj^cycli rdwnan: 
(a) %"■ — s 2 x=sA+eZ; 

(§) s 3 # e**>; 

P z% 

<y) (1 +**)»'+** ~s+e~X - — . 


§ 20. Przypadek, gdy prawa strona jest funkcji| 
trygonometrycznq 

Przypu^emy, ze istnieje fankcja wykladnieza e Uw (A rzeczy- 
wiste). Wfcedy istnieje tez fankcja wykiadnicza e~ aw i mozemy 
przyjs*c definicje 

(>iXm — g—iXw piXw \ p—iXw 

sin Xw — -—- cosAw =- -4--. 

M / 2 

Majac rownanie 

C 20 -!) a m * (m) +... + a 0 ;B = cosAw, 

mozemy najpierw sznkad rozwi%zad a^A) i cc z (X) dla rownaii 

a m o/P n '> +... -f a 0 x — e iXw , 
a m aK“) 4- • •. 4- % 00 — e ~‘ IZm , 

i nastgpnie napisac rozwi%zanie rownania (20.1) w postaci 

®(A) =f[ a, i(A) + *a(A)], 


§20 Przypadek, gdy prawa strona jest funkcja trygonometryczn^ 270 


fan 

Podobnie mozna post^pid, gdy po prawej stronie rownania 
zamiast cos Iw jest fankcja sin Aw, Xnb [ogolniej funkcja postaci 

b x /?' t* Wl cos Aw 2 + b 2 X q *b Xw * sin Aw 4 . 

W praktyce nieraz jest wygodniej stosowad bezpodrednio me- 
tod§ wspolczynnikow nieoznaczonych. Maj%c na przykiad rownanie 

<20.2) x" + sx' +5% = A cos As, 

szukamy rozwi^zania postaci 

^o(A) = (^i+c 2 A) eosAs+(c 3 + c 4 A) sin As. 

Podstawiaj^c to wyrazenie do <20.2), mamy po uporz^&kowaniu 

(c 2 .s + c 3 s 2 + 2c 4 s + c 4 s 2 A)cosAs + 

+ (—2c 2 s + c 4 s—c 2 s 2 A) sinAs= A cosAs. 

Przez porownanie odpowiednicli wspolczynnikow otrzymujemy row- 


nama 

c 2 s -f- c 3 s 2 2 c 4 s = 0, 
e 4 s 2 = 1, 
-C X S 2 2c 2 s+c 4 s — 0, 


% ktorych mamy 

—c 2 s 2 = 0, 


1 

2 

1 


c 3 =—~, 

ii 

%[ 

i ostatecznie 




® 0 (A) = l z cosAs+ (Z 2 A— 2l 3 ) sinAs. 


(Swiczenia. Znalezc rozwi^zania szczegolne dla nast^puj^cych. rownan 5 
(a) x"+s 2 x—X 2 Bin As; 

(p) x' /j fsx —A cosAs+^sinAs; 

<( y ) #0)— s 2 x = l -}-2 cos A 

§ 21. Dostosowanie rozwi^zania do warunkdw 
dodatkowych 

Znaj^c jedno rozwi^zanie szczegolne rownania niejednorod- 
nego, mozemy znale^d rozwi^zanie ogolne sposobempodanym w pa- 
ragrafie 15. Z kolei mozemy dostosowa6 stale w rozwi^zaniu ogolnym 
«do dodatkowych warunkow (pocz^tkowych, brzegowych lab innych). 
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Metoda jest taka sama, jak w przypadku rownaii jednorodnych, 
dlatego ograniczymy si§ til do podania tylko jednego przykladu. 
Znajdzmy rozwi^zanie rownania 

(21.1) x nf + sx ,, —s 2 x f —s s x = lt ;i8 

spelniaj 3 .ce warunki 

(21.2) o!(0) = i, *'(0) = 


*(2) = r i-e 2 * + ^ 3 e- 2s . 

' 'AS 1, 2s 3 


W paragrafie 18 znalezlismy nast§pujq,ce rozwi^zanie szczegolne 
rownania ( 21 . 1 ) 

... 1 /A 2 2 A\ , 

~ 8 \s* s 3 ) 6 ^’ 

Poniewaz rozwi^zanie ogolne odpowiedniego rownania jednorod- 
nego ma postad (zob. § 6 ) 

e x e sX +■ e 2 (r* x + e 3 h~~ sX , 

wi§c mozemy od razu napisac rozwi^zanie ogolne rownania ( 21 . 1 ) 
x{X) = + c 2 e-* z + e s hr*. + .' 

7j warunkow (21.2) dostajemy zwi^zki 

1 


G x ~H G z 


G X S G%S + C 3 - 


2s z 


g x &* + c 2 e~ 28 + 2e z er 28 
a stgd 

e- 


— -i\ 

2 \s z s 3 J 


4s 3 2 s* ’ 

,2s — 


1 1 
e 2s + —; <r- 2s . 
26' 2 ' 2 s* 


1 O. 3 ? ^2 ^5 


3 4s 3 ' 

Sznkane rozwi^zanie ma' wi§c postad 

®(A) = - (— — — + —) e*> + — Xe-** 

[ l 8 \s 3 s 3 ^s 2 / ' 4s s A6 ■ 

.Jest to jedyne rozwiq,zanie rdwnania ( 21 . 1 ), czynig.ce zadogd 
warunkom ( 21 . 2 ). 
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Cwiczenia. Znaleio funkcje operatorowe, spehuajsice ponizsze rdwna- 
nia z podanymi warunkami: 

(a) x"+5sx'+6s a x = ^, x(0) = ^, ®'(0) = 1 ; 

((3) (& // -\- 58 x / -\-§ 8 z x = [l-j-5As-f*(2—5s4~3s 2 )A 2 ]e"'" 2 A$j aj(0)= £c(l)=0* 

(y) sx"‘ x f> 2sV+2sa? = 3fi sin $s —3s 5 / 2 cos x\~s, 

«K— l) = e-W— sink's, aj(0) = l, ®(l)=e^+ s in^ ; 

(8) aW+ 2 ( 14 -« a )*"+d:S 2 *= sin! Yz, ®(0) =*(2) = -; 

(e) aW—2(l+s 2 )a; / '+4s 2 a;= sinA^2, 

!C(0)=1 ’ a '(^) ==6 ’ t ’ a5 (“^) =6 “ ,t ’ %(.Tt\%) =<? a . 

Czy znalezione rozwi^zania sq, jedyne? 



ROZDZIAIi III 


Zastosowania do rownari rozniczkowych 
czqstkowych 

§ 22. Sprowadzanie rowivan rozniczkowych czqstkowych 
do rownan operatorowych 

W cz§£ci drugiej sprowadzali^my pewne. specjalne rownania 
czq,stkowe (rownanie strony drgajq.cej, rownanie ciepla, rownanie 
telegrafistow) do rownan operatorowych. Obecnie przedyskutujemy 
kwesti§ ogolniej. Ograniczymy si§ w dalszym ciq.gu do rownan 
czqstkowych o wspolczynnikaeh stalych, poniewaz do nich najlepiej 
daje si§ stosowac raehunek operatordw. Kazde takie rownanie 
mozemy zapisac w postaci 

m n 

< 22 . 1 ) 2} 2 = ViW)- 

fi=0 v=0 

Stosuj%c ogolny wzor 

{x(*)(t)} = s v {x{t)} — s v - 1 x{ 0 )——#< v - 2 >(0) 

mamy 

<22.2) {x xf , t v{X,t)} = ^ ( v > 1 ) 

' x=0 

i rownanie (22.1) mozemy napisad w nast^pnj^cej postaci operato- 
xowej 

<22.3) a m x^+... + a 0 x = f(X), 

gdzie 

= a fmS n + ... + ajtio ' (//> = 0,... ,m), 

JA’—Q v=l *=0 


<22.4) 




ion 


| 22 Sprowadzanie rdwnan cz%stkowyeb do operatorowych 

oraz 
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x — x(X)={x(X,t)}. 

Porzqdkujao wyrazenie (22.4) wedlug pot§g s mozemy napisae 

n —1 m x 

<22.5) /(A) = +2 ° n - x - 1 21 a , 

x=0 fi—0 v=0 

Do rdwnodci tej mozna doj&c w nast^puj^cy sposob.- 
Symbol 

71 v —i 

122 . 6 ) EE 

n=i x=i 

oznacza sumowanie po wszystkich paracb wskaznikow pi, v, ktorym odpowia- 
daj% pnnkty, oznaozone kdleczkami . 

.na rysunku 131. Wprowadzaj^e no- 
we wskazniki /, takie ze k—v' 9 
— K /J rv\ zmieniamy numeracj§ 
tycb punktdw i, jak widac z rysunku, 
symbol (22.6) mnsimy zastqpid przez 


?i—l 


n —1 y !—1 

E E- 


71-1 


o o 
o o o 

o o o o 


o o o o o / 

1 n/ 

—O-O-O-0—0-tf-- 


71-1 


Rys. 131. 

Wobec tego s um § potr6jn% we wzorze (22.4) mozna napisad w postaci 

m 7i—l —l 


EE E°»~t 

u =0 v .'=0 4 / s =0 


ssk^d juz od razu wynika wzdr (22.6). 

Przyklady. 1. Znalezc rozwiazanie rownania rozniczkowego 

< 22 . 7 ) oo zx + xtt = 0, 

speiniajq.ce warunki 

<22.8) a?(A,0) = e* x t (Xfi)=6 n . 

Bownanie operatorowe ma w tym przypadku postac 
x" + s*x = sa?(A,0) + <k<(A, 0), 
czyli po uwzgl^dnieniu warunkow (22.8) 

<22.9) x" -\-s i x = se x -{-d tX . 
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Dla uproszczenia najlepiej rozlozyd to rownanie na dwa na- 
st.§puj%ce 

w'x + s*x x = e x i x r 2 + s 2 co 2 = e 2X 

na podstawie paragrafa 17 rozwigjzania tych rownan maj^ postae 


®iW = 7 - 7 —2 
' 1 + s* 


) : 




4 + s 2 


St%d mamy rozwi^zartie rownania (22.9) 


( 22 . 10 ) 


%{X) = sx l {X) + x 2 (X) — 




l+s* ' l+s* 


Dla znalezienia rozwi^zania ogdlnego musimy rozwi^zad row¬ 
nanie charakterystyczne 

w 2 +s 2 = 0; 


pierwiastkami tego rownania sa operatory —is i + is. Ale wiemy,. 
ze funkcje wykiadnicze er iXs i e iXs nie istniej^. Wobec tego rozwi^za- 
nie ogolne redukuje si§ do funkcji (22.10), ktdra jest jedynym ro~ 
zwi^zaniem rdwnania (22.9). 

W zwyklej, nie operatorowej postaci funkcja ta wyraza si§- 
wzorem 

oc{ 1, t) — e x cos t + % e 2 * sin 2t. 


Jest to jedyne rozwigjzanie rdwnania (22.7), spetniaj^ce wa- 
runki (22.8). 

Rdwnanie (22.7) nazywa si§ rdwnaniem harmonieznym. 

2. Biharmonicznym nazywamy rownanie 

(22.11) &x l + 2xx^ “f" ~ 0. 

Erozwi^zmy je przy warunkach 

(22.12) a(A,0)=AsinA, <r f (A,0) = 0, ^(A,0) = 0, <r*(A,0) =0. 

Zgodnie z (22.2) mamy 

{xjw[A,t)} = s?x" — sx»{X,Q) — ^<{A,0), ; 

{a , i‘(^,^)} = s 4 aj—^(AjO)—s 2 *t(A,0)—sa’<»(A,0)^-a; / .(A,0). 

Wobee tego operatorowa posta6 r6wnania (22.11) jest nast§pujaca: 

a;< 4 >+2 sV'+s^a; = s 3 a;(A,0) + s 2 ff ( (A,0) + s[2^.(A,0) + ic / .(A,0)] + 

+ [2^O,0) + a? < .(A,0)]. 
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TTwzgl^dniaj^c warunki (22.12) i wynikaj^ce z nich rownosei 
au=(A,0) = 2cosA—AsinA, xxh{) 1,0) = 0, 

mamy 

<22.13) a< 4 > + 2$V' + s*x == s 3 A sin A + 2s(2 cos X —A sin A). 

‘Szukamy rozwi^zania postaci 

&(A) ~ (c^-}-c 2 A) sinA-j-((/g-j-c 4 A) cos Aj 

po podstawienia tego wyrazenia do (22.13) i uporz^dkowaniu mamy 

<s 2 -l)[(s 2 —1)K+ g 2 X) — 4c 4 ] sin A+ (s 2 -!)^ 2 — l)(c 2 + c 4 A) + 4c 2 ] cosA= 
— (§3 __.25) 1 sin 1 +4s cos A, 

a przez pordwnanie wspolczynnikdw 

(s 2 —1) 2 <j 2 = s 3 —2s, 

(s 2 —l) 2 c 4 = 0, 

( 5 2 -” 1)[( 5 2 -1)c 1 -~4c 4] = 0 , 

(s z —l)t(s 3 —1)<? s +4cJ=4s. 

St^d . - 

„ s(s 2 —2) 4s „ 

c i — ■ c 2 — ( s 2 i)2 J ° 3_ (s 2 —l) 3 ’ e 4 —0- 

Wobec tego szukane rozwi^zanie ma postac 

= y_Tj)i * 31311 + eo ^- 

Poniewaz rdwnanie charakterystyczne 
u 2 + 2 s 2 u 2 + s 4 = 0 

ma pierwiastki —is, + is (podwojne), a funkcje wykiadnicze ^~ a * y e a * 
nie istniej%, wi^c znalezione rozwi^zanie jest jedyne. 

Wobec rowno^ci 


5(^-2) 

_ » 1 + 1 - 

• fell t ^ t6 t 4- 

S B —l) 2 

s 2 —1 4(s—l) 2 1 4(s+1) 2 

* \ VJJLL 1 / . wv j 

l ^ 


= |cbt—I shtj, 


4s 

1 1 1 

.j. 1 - 

'oo 

to 

i 

M 

w 

• 4(s+l) 2 4(s—-l) 2 1 2(s + l) ! 

i 

to 

1 



cht— I shtj 
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mozna napisad 

w(2.,t) — A sin A ^ehtf—~ shtj + ~cosA(J 2 eht—tsht). 

Jest to jedyne rozwi^-zanie rownania (22.11), spebaiaj^ce wa* 
runki (22.12). , 

3. Znaleid rozwi%zanie rownania 

(22.14) — -+-«•*■ = 

spelniaj^ee warunki 

(22.15) x(X, 0) = 0 i £r*(A,0) =0 

Poniewaz = rdwnanie operatorowe ma postal 

sx'+ s 2 x = 507(1,0) + <r*(A,0) —^(A, 0) + 


s + 1’ 

a wobee warunkow (22.15) i wynikaj^cej z nich rownodci 

^U,0) = 0 


(22.16) 

jest 


o/' — S0?'-|- 5 2 07 : 




Poniewaz 1—5-j-s 2 4=0, funkcja 


m- 


(l+s)(l—s + s 2 ) s 3 +l 


spelnia rownanie (22.16). 
Wobec rowno^ci 

1 1 1 


1 

'2 


s®+l 3s-fl 3 


/ 1\ 2 , 3 + 2 / 1\* 3 

(*-s) + * ( 8 - 2 ) +i 




mozemy napisa.6 


■,*) = | **.(«-*-e" 2 cos & + \/3 e‘* sin !f?). 
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§ 22 Sprowadzanie rownaii cz^stkowych do operatorowych 28T 


Dla udowodnienia, ze jest to jedyne rozwi%zanie rowna¬ 
nia (22.14), spelniaj^ce warunki (22.15), wystarczy zauwazyd, ze 
pierwiastki rdwnania charakterystycznego 

u 2 —su -{- s 2 = 0 

nie s% logarytmami; istotnie, pierwiastki te maj% postae 


s 

2 


_J3. 

+ hr ls 



4. Znale^d funkej§ spelniaj^e^ rownanie 


(22.17) -f 3®ah + + at* — 0 

i warunki 

(22.18) a(A,0)=A 3 , ir*(A,0)=A 2 , a*(A,0)==A. 


Poniewaz 

{**}=&"', 

{xah} == S%" ~--xx*(A, 0), 

£*{A,0), 

s 3 x—s 2 x(A,Q)—sx i (2. ) 0) — ar^(A,0), 
wi§c rdwnanie operatorowe ma postae 

.r , ''H-35O7 // ' + 3s 2 (r / + 5% = 5 2 a7(l,0)-)-5[3^(A,0)-|-o , Jl,0)] + 

-j- [3o?^s(l, 0) -j- 307^( A,0) -j- 0?*a(A, 0)], 
a po uwzgl§dnieniu warunkow (22.18) 

(22.19) 3sx” + 3s 2 x'-i-s z x — s 2 A 3 + 10sA 2 + 251. 

Metod^j wspolezynnikow nieoznaezonyeh latwo jest znalezd 
dla rownania (22.19) rozwi^zanie wielomienne 
x 0 w = w+m 2 +in--m*. 

Me jest to jednak jedyne rozwi^zanie tego rownania, gdy& 
rownanie charakterystyczne 

# + 3s#+3s%+$ 3 ==0 

ma potrdjny pierwiastek —$, ktdry jest logarytmem. Wobec tegn 
ogolne rozwi^zanie rdwnania (22.19) ma postad 
x( A) = (e 0 + e x X + c 2 A 2 ) tr*’ + oc 0 W, 
gdzie e u c 2 i c s^ dowolnymi operatorami. . 
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St%d wynika, ze rowniez rozwigzanie rownania czg,stkowego 
{22.17) nie jest jednoznacznie okre&one przez warunki (22.18). 
Dla uzyskania jednoznaeziiosci rozwi%zania, konieczne jest wpro- 
wadzenie dalszyck warunkow, na przyklad 

(22.20) - «(0 ,t)=f, « x (0 ,t)=P, x M (0,t)=t. 

Warunkom tym odpowiadajq, waranki operatorowe 
®(0) = 6Z 4 , x'(0) =2Z 3 , a"(0 )=P; 

I>rowadz% one do rownosoi 

®(0) =c 0 —15Z 4 = 6Z 4 , 
x'(0)=c 1 -so 0 +-l 3 = 2l 3 ,^ 

®"( 0 ) = 2c a —2su x + s\ + 2 P =P, 
z ktoryeh wyliczamy 

c 0 =21Z 4 , o 1 = 22l 3 , c a =ll IK 
Szukanym rozwi%zaniem jest wi§c funkcja 

®(*)' = (21Z 4 + 22PA + HPA a ) er^ -f- U 3 + V)? -f l 3 X— 15Z 4 . 

Uwzgl§dniaj%e znaczenie operatora przesuni^cia ' er- x> , docko- 
dzimy do wzorow 

x a t) = l iV + 'W + iM-W dla 0<«A, 

I + itX z + Z 2 A-j- t 3 dla 0<A<1 

Jest to jedyne rozwi^zanie rownania (22.17), czyni^ce zadosc 
warunkom (22.18) i (22.20). • 

§ 23. Uwagi o warunkach dodatkowych 

Ostatni z podanych przykladdw rozni si§ ,tym od poprzedniek 
ze oprdcz warunkdw (22.18), okre&aj^cyck zackowanie si§ rozwiq,- 
zania na os it, potrzekne jeszcze byly trzy dodatkowe warunki 
dla • jednoznacznego ustalenia rozwi^zania. Pockodzi to st%d, ze 
rozwi^zame ogdlne rownania operatorowego (22.19) zawiera trzy 
stale dowolne. Liczba nzupelniajq.cyck warunkow bgdzie zawsze 
rowna liczbie stalyeh dowolnyck, wyst§ptLjg,cych w rozwi^zaniu 
ogolnym. Warunki te mog% byd zadane na jednej lub wi§cej pro- 
styck rownoleglyek do osi t. Ha przyklad w zagadnieniu struny 


§ 23 
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drgajqjcej i przewodnictwa ciepla rozwi^zywali^my przypadki, gdy 
warunki uzupelniaj%ce kyly zadane na dwock prostyek (liezba tyok 
prostyck nie moze oczywigcie przekraczad liezby stalyek dowolnyck 
w rozwi^zaniu ogolnym). 

dwiczenie. Rozwiqzae nastQpujq,ce rdwnania rozniczkowe przy poda- 
nych warunkach: » 

(a) x u + x tt = 0, a;(A,0) = A, a*(A, 0) = sin X; . 

(P) ®ZZ + *ft=l. 05 ( 1 , 0 ) = 0 , Xt(X,Q) = tfe-l; 

(r) ®i* = 3Ai 2 , a;(l, 0)=A 3 , (A, 0)=as* (A, 0) == as* (A, 0) = 0, x(0,t) = t*, 

*(l,t)=l (0<A<1, 0<i<oo), 

(S) x X a+x x , t +3x xe . + Zxp = Pe' 1 -, x(X, 0) = a: ( (A, 0) = a;*- (A, 0) = 0, x(0,t) — 0 

(0<!A<oo, 0^Zt<oo). 

§ 24. Bt^dne rozwiqzanie 

Rozwi^zmy rownanie 

(24.1) Xwt ~b H- 00t +1=0 

z warunkami 

(24.2) a?(A,0)=0, ^(A,0)=1™^ (0<A<oo), 

(24.3) ®(0,«) = 0, x x (0,t)=2VtfH, a^(0,<)=—1 (Ocf<oo). 

i Odpowiednie rownanie operatorowe ma postac 

sx'" + (s+1) a?" —s 2 .-k'—( s 2 + s)® =—s[a; x (A, 0) + a;(A,0)]+ 

+ [a?z 3 (A,0) + a;^(A,0)—»^(A,0)—®/(A,0)— ®(A,0)]--. 

s 

Z (24.2) wyliczamy latwo 

0) = A, 0) = (X, 0) = 0, Xu {A, 0) = er^ 

wobec tego mamy 

( c)A a\ x x(W) +a?(/,0) =0, 

%w{A.,0) + Xw(X,0)—atu{l,0)— x t (A, 0)— *(1,0) =—1 
i 

(24.5) sa3'"+(s+l)a3"-sV—(s 2 +s)a; =—1— 

s 

£iatwo znale^d rozwi^zanie wielomiemie rownania (24.5); re- 
dukuje si^ ono do stalej 


Racbunek operator6w 
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Rownanie ckarakterystyczne ma postal 

su z +(s J rl)u 2 -—s 2 u—(s 2J r s)==0, 

a jego pierwiastkami operatory 


k -r- 


- 1 . 


Wobec tego ogolnym rozwi^zaniem r6wnania (24.5) jest wyrazenie 

x{X) — c x et'V*+o % 6- x V*+Oi6 ^ ^ + 

o 

Warunkom (24.3) odpowiadaj^ warunki operatorowe 

.2?(0)=0, #'( 0) = S““ 3 / 2 , £C"(0 )=—5“ X ; 

uwzgl^dniajqjC je dla wyznaczenia stalych c Xi c 2 i o Z) otrzymujemy 
rowno&ei 

x(0) = e x -)- c 2 + c 3 + s -2 = 0, 

*'(0) - Ksc,—|/so a — (s- 1 +1) c 3 =s- 3 ' 2 , 
a>"(0) = scj, + se 2 + ( s- 1 +1 ) 2 c 3 = — s _1 ; 

st^d 

'Cl = o, 0 2 = ™ C 3 = 0 

i 

Rownodd t§ mozemy napisad jeszcze w postaci 

Stqd mamy nast§puj%ce „rozwi%zanie” podanego na pocz^tka tego 
paragrafu zagadnienia 

t 


(24.6) 


x(X,t)=J, 


erf -r= dr. 

%\[x 


Wyraz „rozwi§jzanie” zostal uj§ty w cudzysldw, dlatego ze 
faktycznie nie mamy tu wcale do czynienia • z rozwi^zaniem, gdyz 


Bl^dne rozwi^zanie 


291 


§ 24 Bl^dne rozwi^zanie 

znaleziona funkcja x(X,t) nie spelnia z^danych. warunkow. Istotnie, 
jest a?,(A,i) = erf ^ i w granicy, gdy f-+0, mamy co t {X, 0)=1 wtnw 
drugiemu z warunkdw (24.2). * 

Gdzie tkwi bl%d? — Odpowiedi damy w nast§pnym paragrafie. 


§ 25. WyjaSnienie pozornej sprzecznoSci 

Zauwazmy najpierw, ze znaleziona funkeja operatorowa x{l)~ 
={x(A,t)'} spelnia rownanie operatorowe (24.5). Rownanie to zostalo 
wyprowadzone z rownania (24.1) przy uwzgl§dnienin warunkdw 
(24.2). Ale warunki te nie zostaly w petni wykorzystane, gdyz przy 
przejiciu do postaci operatorowej jedynie rownoiSci (24.4) graly rol§. 

Funkcja x(A,t) spelnia, jak mozna sprawdzid, warunki (24.4), 
a nie spelnia warunkow (24.2). Przeprowadzony rachunek wykazuje, 
ze funkcja ta jest jedynym rozwi^zaniem rownania (24.1) spelnia- 
j^cym warunki (24.3) i (24.4). 

Mozna zreszt% sprawdzic bezposrednio, ze funkcja x(X,t) spelnia rdwna- 
nie (24.1) oraz warunki (24.3) i (24.4). 

Istotnie, wobec 

x 

t t 2^ 

(25.1) x(X,t)= f erf-^dr -A f dr f 

{ F/ / 

znajdujemy kolejno pochodne wzgl^dem X: 

xM,t)=±f±exv(-£)dr,- 

^a,i)=-pLex p (-J). 


e ^ da 


(25.2) 


_2_ 

*n 


w 

;■ 




da =— cerf —— , 

2fi 


Podobnie z (25.1) znajdujemy pocbodne wzgl^dem t: 


x 

2 n 


(25.3) 




H 3 - 


da. 






exp 


19* 
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Z kolei znajdujemy pochodne mieszane: 


ex P ( 4 t j* 

/ 1 A 2 \ / A 2 \ 

<25.4) A i m 

2 |^ 6XP \ 4t l’ 

*«&*>—kyjp + jjp) exp (-It)- 

Po podstawieniu odpowiednicli warto£ci do rownania (24.1) i skresleniu 
jednakowycli wyxazow rozni^cyeb si§ znakiem, otrzymamy po lewej stronie 


-eerf-^r—erf-4= + 1; 
2 \t 2Vt 


wobee wiasnosci funkcyj oerf i erf wyrazenie to jest rowne zeru. Zatem rownanie 
(24.1) jest spelnione. 

Podstawiajgp teraz A = 0, znajdujemy z wzordw (25.1) i (25.2) 


®(0 ,t) = 0, x x {0 ,t) = j]L /*!= = 2 l/b ®^(0,<) = — X, 

I'rcg J'r » " 

gdyz eerfO=l. Widad wi§c, ze warunki (24.3) spelnione. 
Podobnie, podstawiaj^e we wzorze (25.1) i=0, mamy 

(25.5) a?a,0) = 0, 
a st^d 

(25.6) ®*aO)«**aO) =^(jl,0) =0 


(te trzy ostatnie rownosci mozna tez otrzymac wprost z (25.2) przyi -*• 0). Pierwszy 
z wzordw (25.3) daje przy t-+ 0 


CO 


(25.7) 

skgd 

X t (X, 0) = —: ( i ^ 

(25.8) 

4 s 

>-• 

O 

T 

o 


It§ ostatnig. towhosc mozna tez otrzymac wprost z pierwszego z wzordw (25.4) 
przy t~*0). Podstawiaj%c warto£ci (25.5)-(25.8) do rdwuodci (24.4), sprawdzamy 
latwo, ze rdwnodei te s% spelnione. 

Jezeli jakas funkcja speluia warunki (24.2), to musi tez spel- 
niad warunki (24.4). Stad wynika, ze rozwiazanie rownania (24.1), 
.spelniajace warunki (24.2) i (24.3) w ogole nie istnieje. 
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Zagadnienie bylo wi<jsc w poprzednim paragrafie postawione 
bl§dnie: uklad warunkow (24.2) i (24.3) jest dla danego rownania 
sprzeczny. 

Sprzecznodd ta znika, o ile warunki na osi A podamy od razu 
w postaci (24.4). Przy tych warunkaeb oraz przy warunkacb (24.3) 
doehodzimy w sposob jednoznaczny do funkcji (24.6), ktora przy 
takicb warunkaeb jest jaz faktycznym, a nie blednym rozwi^zaniein 

zagadnienia. . 

Warunki (24.2) i (24.4) nie s% rownowazne. Z (24.2) wymkaja 

(24.4), ale nie na odwrot. 

We wszystkicb wczedniejszyeb przykladaeb warunki analo- 
giozne do (24.2) i (24.4) byly zawsze rownowazne i dlatego znale- 
zione rozwiazania byly poprawne. 

§ 26. Warunki Caucliy’ego i kwestia ich rdwnowainosci 
z warunkami ogdlnymi 

Przy przejdcin od ogolnego rownania (22.1) 

m n 
v—0 

do rownania operatorowego (22.3) 

a m sc (m) + .-- + a 0 x = /(A) 

wystarczy dla wyznaczenia funkcji /(A) znae w rozwazanym prze- 
dziale a<A</3 ksztalt nast§puj%cyeb funkcyj: 

(26.1) 2 (jc=0 ,1), 

v (tt=0 v=0 

ktore okreSlaja zacbowanie si§ rozwiazania x(l,t) na osi A. 

W pewnych przypadkach, jak w przykladaeb z paragrafu 22, 
mozna warunki (26.1) zastapie przez warunki prostsze 

(26.2) ®^(A,0)=7i*(A) («=0,...,«—l)f 

warunki typu (26.2) nazywamy warunkami Cauety’ego. 

Ale, jak widziebsmy w paragrafacb 24 i 25, warunki Caucby ego 

(26.2) mozna wprowadzid zamiast warunkow ogolnycb ( • ) 7 ° 

wtedy, gdy s% z nimi rownowazne. . . 

Jezeli dla pewnego rownania cz%stkowego warunki 
i (26.2) nie sa r6wnowazne, to b§dziemy mdwili, ze dane rowname 
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jest restryMywne. W tym przypadku warunki na osi X powinny by6 
podane w postaei (26.1). Gdy rownanie nie jest restryktywne, to 
warunki na osi X mogg» byd podane w postaei (26.1) lub tez w po¬ 
staei Cauchy’ego (26.2). 

Zawsze mozemy zalozyd, ze co najmniej jeden ze wspolczyn- 
nikow cron ,..., &mn jest rozny od zera. Wowczas mamy nast^puj^ce 
kryterium: 

Rownanie (22.1) nie jest restryMywne wtedy i tyTko wtedy, gdy 

(26.3) Ctin = ...== &mn ~ 6? 

lub, co na jedno wychodzi, gdy mdna poohodna ozq>$tkowa, Ictorej rzqd 
wzgl^dem t jest w danym rownaniu najwyzszy, nie jest poohodnq, mie - 
szanq. 

Dowod. Jezeli warunek (26.3) jest spelniony, to a 0/t =(= 0 i row- 
no fci (26.1) mozna napisad w postaei 

(26.4) aonX{X,Q)=g 0 (X), 

(26.5) otOfl^^x(^jO) -f- ctpn— %-)-v$tfitv{X,0) —g x (X) (k=1, ..., n 1). 

fi—O v~0 » 

Eunkcja x(X,0) jest okre^lona jednoznaeznie przez rownosc 
(26.4). Przyjmuj^e w (26.5) %=1, wyliezymy w sposob jednoznaezny 
x t (X, 0), gdyz pod znakiem podwojnej sumy stoj^ wowczas wyl^cz- 
nie fimkcje ay (A, 0), ktdre juz s^ znane, skoro tylko jest znana 
funkeja x(X,0). Przyjmuj^e z kolei x=2, mozemy z (26.5) wyliezyd 
jednoznaeznie a?*»(A,0), gdyz pod znakiem sumy b^d^ wyst^po- 
waly tylko funkcje x(X, 0), x f {X,0) i iek poehodne (wzgl^dem X). 
W ten sposob wyliezymy jednoznaeznie wszystkie funkcje a?(A,0), 

®t{X, 0),..., Xp—i(X f 0). 

St%d wynika, ze jezeli s% okre&lone wszystkie funkcje g x {X), 
to jednoezesnie okredlone wszystkie funkcje h K (X). Z drugiej strony 
widoczne jest z postaei rowno^ci (26.1) i (26.2), ze jezeli s^ okre£- 
lone wszystkie funkcje Ji K {X), to tym samym s% okre&one wszystkie 
funkcje g x (X ). Zatem warunki (26.1) i (26.2) s^ rownowazne. 

Gdy warunek (26.3) nie jest spelniony, to co najmniej jeden 
ze wspolczynnikow ai n ,... 1 a mn jest rozny od zera. Wtedy pray x=0 
mozemy z rownodci (26.1) wyliezyd x(X, 0) przez rozwi%zanie rowna- 
nia rozniezkowego (zwyczajnego) 


Warunki Canohy’ego 


295 


■§ 26 


rozwi^zanie to nie jest jednoznaezne. Ustaliwszy a?(A,0), mozemy 
kolejno wyliezyd (nie konieeznie w sposob jednoznaezny) funkcje 
.a?f(A,0),...,ay~~i(A,0). W tym wi§e przypadku warunki (26.1) i (26.2) 
nie s% rownowazne. 

Kryterium jest wi§e udowndnione. 

katwo sprawdzid, ze we wszystkick przykladach paragrafu 22 
warunek. (26.3) byl spelniony. Ka przyklad w rownaniu (22.16) 
ostatni wyraz przedstawia poebodn^ najwyzszego rz§du wzgl^dem t; 
poebodna ta nie jest mieszana. Katomiast w rownaniu (24.1) 
wyrazy xw i poebodnymi najwyzszego (drugiego) rz§du wzgl§- 
dem t\ jednak pierwszy z nick jest poebodn^ mieszan^, z czego 
wynika, ze rownanie jest restryktywne. 


§ 27. Rozwi^zywanie r6wna6 restryktywnych 

Metoda operatorow pozwala rozwi^zywad zarowno rownania 
restryktywne jak i nierestryktywne. Przykladem rownania restryk- 
tywnego jest rownanie (24.1); znalezione w paragrafie 24 rozwi^za- 
rtie tego rdwnania jest poprawne przy warunkacb (24.3) i (24.4). 

Omowimy tu jeszcze jeden przyklad rownania restryktywnego, 
Sb mianowicie 

<27.1) ■ au’t+coxp + xxi + Xfi = e A +‘. 

Rownaniu temu odpowiada rownanie operatorowe 

son"' + x" + s 3 x’ -f s 2 o? = s 2 xx( X, 0) + 

<27 ' 2) +s[^(A,0) + a3(l,0)] + [a!x.(A,0) + ^(A,0)+a; t (A, 0 )] + 73i- 

Poniewaz w rownaniu (27.1) pociodn^, najwyzszego rz§du 
wzgl^dem t reprezentuje wyraz xxt> i jest to pochodna mieszana, 
wi§c rownanie jest restryktywne. Wobec tego waranki na osi A za- 
piszemy w postaei 

^(A,0)=gr 0 (A), 

<27.3) *«(A, 0) + *(A,0) = g x (A), 

a! Ji*(A,0) + ^/»(A,0) + ^(A,0) =ga(A). 

Dla zbadania, ile warunkow nalezy jeszcze podac na osi t, 
szukamy pierwiastkdw rownania ekarakterystyeznego 
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nimi operatory 



Poniewaz tylko jeden z nich (pierwszy) jest logarytmem, wi§c n& 
osi t wystarcza jeden warunek 

(27.4) . %{0 ,t) = v{t). 


Wobec (27.3) rownanie operatorowe (27.2) przyjmuje postad 
(27.5) sx"’+x"+s z x'-\- s*x = s 2 g 0 (X) + sg x (X) + g^X) + 

S — JL 

warunek (27.4) mozna zapisac w postaci operatorowej 

®(0)=«. 

Znaj^c g 0 (X ), ^(1), g z (X) i mozna rozwi^zad rownanie (27.1) 
sam% metodg,, jak^j stosowali^my w rozwi^zywaniu przyklad6w 
z paragrafu 22. 

Jezeli dla przykladu przyjmiemy, ze 

(^7 6) ■&x(A 1 0) = xzi(lfi) + &(A,0) =1 + le z , 

0) +- o?^(^0) + ^(A ? 0) = A + f 0(f) = fy*, 

to b§dziemy mieli 

(27.7) sx'”+x"+s 3 x'+ s*x = i (s*+ 2s+3+ e x + s + X. 

Bozwi%zanie szczegolne tego rownania znajdziemy latwo, roz- 
bijajq>c rownanie na dwa nastgpuj^ce: 


sxT + x'i + s 8 a;i + s 2 x 1 = - L°- + 2s + 3 + —!—• 

4 \ 8 —1 

sx 2" + x'i + s s x' 2 + s 2 a? a = s + X. 

Dla pierwszego z tych rownan znajdujemy rozwi^zanie 
szczeg6]ne (zob. § 17): ' 



X,(X) - 


if 


s a + 2s + 3- 


9. 


s+l+s 3 4-s 2 
dla drugiego zas (zob. § 16) 

O 


4(s—1) ’ 


ion 
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Wobec tego mozemy przyj^d funkcja 

Xq(X) = x x (X) + x z (X) = ^~7g + ^ 
za rozwi%zanie szczegolne rownania (27.7). 

4 Poniewaz rownanie eharakterystyczne ma tylko jeden pier- 
wiastek b§dg>cy logarytmem, mianowicie —1/s, wi§c rozwi%zanie 
ogolne rownania (27.7) ma postad 


X(h) = G(T Xh 


e* 

M*- i) 



Dostosowuj^c je do warunku 


a?(0)=v 

znajdujemy z latwo^cig, c = 0 i 


1 

l (8-1) 


x{X) = 


4(s-i) 


T + 


s 2 ‘ 


Wobec tego szukanym rozwi^zaniem rownania czq,stkowego (27.1) 
jest funkcja 

%(X,i) =i.e A+f +Af; 


jest to jedyne rozwi^zanie tego rownania, spelniaj^ce warunki (27.6). 

§ 28* Kwestia rdwnowaznosci rownania czqstkowego 
i rdwnania operatorowego 

Rownaniu cz^stkowemu (27.1) z warunkami (27.3) odpowiada 
rownanie operatorowe (27.5). Zastanowimy si§, czy jest ono calko- 
wicie rownowazne. 

Kazde rozwi^zanie rownania cz^stkowego (27.1), spelniajgjco 
warunki pocz^tkowe (27.3), traktowane jako funkcja parametryczna 
jest jednoczesnie rozwi^zaniem rownania operatorowego (27.5). 
Jezeli do takiego rozwi^zania dodamy na przyklad funkcj§ opera- 
torow^. ser*~ lx , to suma b^dzie nadal spetniad rownanie operato¬ 
rowe (27.5), poniewaz funkcja se~ s ~ ljl spelnia rownanie jednorodne 

sa} n/ +(c fr -]-s 3 x'-]-s 2 x== 0. 

Ale suma ta nie b^dzie juz funkcja parametryczna i dlatego nie 
moze byd rozwi^zaniem rownania cz%stkowego. 
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Klasa rozwi^zaii rownania operatorowego (27.5) jest wi§c 
szersza od klasy rozwi^zaii rownania cz^stkowego (27,1) z warun- 
kaini (27.3). 

Jezeli jednak ograniezymy si§ do klasy fnnkcyj parametrycz- 
nyck co{X) = x(^t) 1 takick ze pockodne cz^stkowe 

ccji*{k,t) i MM 

ei^jgle, to kazde rozwigzanie rownania operatorowego (27.5) 
b§dzie jednoczesnie rozwi^zaniem rownania cz^stkowego (27.1), 
speknaj^cym warunki (27.3). W obr§bie tej klasy jest wi§c rownanie 
operatorowe (27.5) rownowazne rownaniu cz^stkowemu (27.1) z wa- 
runkami (27.3). 

To samo ma miejsce w przypadku ogolnym: 

W obr$bie klasy funkcyj •£(!,£), ktoryeh wszystkie poohodne czq,- 
gtkoive x x fj,p{X,t) wystypujqce w rownaniu (22.1) sq eiqgle w pewnym 
obszarze 

D: 0<*<oo, 

rownanie (22.1) z dolqGZonymi warunkami poczqtkowymi (26.1) jest 
rmvnowazne rownaniu operaterowemu (22.3), rozpatrywanemu w prze - 
dziale 

G. Doetsck x ) zwraca uwag§ na to, ze w wielu zastosowaniack 
lizyki rozpaitrywana wyzej klasa rozwigzan jest za w^ska. Dlatego 
celowe jest rozszerzenie rozwazanej klasy na fnnkcje, ktoryck po- 
bhodne cz^stkowe, figuruj%ce w rownaniu, s^ okre^lone i ci^gle we - 
wnqjtrz obszaru D. Fnnkcje te maj% spelniad rownanie wewn^trz 
obszaru J>, ale nie musz% spelniad rownania na jego brzegu. Wten- 
ezas warunki na osi 1 i na osi t nalezy rozumiec jako rownofci, ktore 
dostaje si§ w granicy przy zblizaniu do tyck osi. [Tak tez nalezy 
rozumiec warunki dla rownania ciepla (w rozdziale 6 cz§dci II) oraz 
warunki (24,4) dla rownania (24.1)]. Me b^dziemy tu ogolnie roz- 
trz^sad kwestii rownowaznodci rownania operatorowego i rownania 
ez^stkowego przy tego rodzaju warunkack granicznyck, zauwazymy 
tylko, ze dzi^ki ogolnosci poj^cia granicy w rackunku operatorow 
moina bardzo szeroko pojmowac warunki graniczne w rownaniack 
cz%stkowyck. 


*) Doetsch [11]. 
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§ 29. Dalsze przyklady rozwiqzywania rdwnari 
czqstkowyeh 

Przyklad 1. Rozwi^zad rownanie rozniezkowe 
{29.1) oc& 4~ Xp = 1 + t 2 X (t>0, A>0) 

przy warunkack poez^tkowyck 

(29.2) a?(l,0)=%(l,0)=^(A,0) = 0, 

<29.3) ' a?(0,i)=0. 

Ea osi X zostaly tu podane warunki Caueky’ego, poniewaz 
zgodnie z kryterium z paragrafu 26 rownanie nie jest restryktywne. 

Rownanie operatorowe, odpowiadaj%ce rownaniu (29.1) i wa- 
runkom (29.2) ma postad 

x"' + s*x=l+2in) 

metod% wspolczynnikow nieoznaczonyck znajdujemy jego rozwigza- 
nie wielomienne 

x 0 {X) = l i +2in, 

Dla znalezienia rozwi^zania ogolnego, szukamy pierwiastkow 
rownania ckarakterystycznego 

^3_|_ s 3_0j 

sg> nimi operatory 

1 , . 

~ s , 9 + * 

, £1 

z ktdryck tylko pierwszy jest logarytmem. Wobec tego rozwi^za- 
niem ogolnym b^dzie wyrazenie 

%{X) = ce~ 8Z + 1* + 2l 6 L 

Wobec (29.3) mamy a?(0)=0, czyli c+l*— 0. Stgd C——1 4, i szukane 
rozwi^zanie 

4»(A) =— Vtr* + l*+2VX : . 

IJwzgl^dniaj^c znaczenie operatora przesuni§cia mozemy 
napisad 

+ dla 0 

Jest to jedyne rozwi%zanie rdwnania (29.1), czyni%ce zado^d 
warunkom (29.2) i (29.3). 





s > 


i 

2 ' 


.n 
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Przyklad 2. Rozwi^zad rownanie 

-f- 4a?w— x& —l#* 2 = 0 (A ^ 0, t ^ 0) 

z warunkami 

4®*(A, 0)=0, 4^ 2 (A ? 0)=4, 

a^(i J 0) + 4®i V (A,0j--4®(A J 0) = 0, 

#Uv(Aj0) -f- 4^2jp(l ? 0) 4 Xt(X f 0) =0, 

(29.4) ®(0,t) = 0, ®*(0,*)=0. 

Zgodnie z kryterium z paragrafu 26 rownanie jest tym razem 
restryktywne; dlatego warunki na osi A zostaly podane w postaci 
ogdlnej. 

katwo znajdujemy rownanie operatorowe 


s 2%a) _|_ (^—i) x r/ —4s 2 x = 4$ 2 
i jego rozwi^zanie szczegolne 

^o=— 1. 

Rownanie cbarakterystycznema postad 
s% 4 +4s% 2 — u % —4$ 2 = 0; 
jego pierwiastkami s^. operatory 


l, —l, 2is, ~2is, 

z ktorycb tylko dwa pierwsze s% logarytmami. Wobec tego rozwi^- 
zaniem ogolnym b§dzie wyrazenie 

x(X) — c x e u + c £ e~ a —1. 

Wobec (29.4) mamy ai(0)=a?'(0)-=0, a st%d ^ = 03 = 4.. Zatem 


i 


/«\ „ - PA 2 , Z 4 A 4 , 

a?(A) — cbZA 1 — -^y + ~yy + ■ 


®(A,t) 


*A 2 Z 3 A 4 , 
1!2! + 3!4! + 


Jest to jedyne rozwi^zanie, czyni^ce zado$d warunkom zadania* 


Przyklad 3. Rozwigzad rownanie 

%xw—2 xpt + x#—x + ie z = 0 


z warnnkami 
<29.5) 


(A>0, 0) 


a* 2 (A,0) 


— 


co&t(A } '0)—2%v(AjO) — A, 


^(0^) = H-2Z, ^(0,Z) = 2Z. 

Podobnie jak w przykladzie poprzednim rownanie jest re- 
stryktywne i warunki na osi A s^ podane w postaci ogolnej. 

Mamy teraz rdwnanie operatorowe 

(s — l) 2 x"—x — ($—4Z) e* + A, 
i warunki wynikaj^ce z (29.5) 

<29.6) ®(0) = Z+2Z 2 , x'(0) = 2Z 2 . 

Dla znalezienia. rozwi^zania szczegdlnego a? 0 (A) rozbijmy row¬ 
nanie na dwa nastgpuj^ce 

(s — l) z x r i- L -x 1 — (s—4Z) e z , (s—l) 2 xz—x 2 = X-, 

,dla tycb rownaii z latwo£ci% znajdujemy rozwi%zanie szczegolne 
x x {X)=-{l + 2l 2 )e x i 0 a (A) =—A. 

St^.d 

®o(2) =^(2)+ *,(*) = (1+2 

w celu znalezienia rozwiq>zania ogdlnego, rozwi^zmy rowna¬ 
nie cbarakterystyczne 

s 2 u 2 —2su 2 +n 2 — 1 = 0 ; 
jego pierwiastkami s^ operatory 

1 . 1 


s—1 


nbydwa sg> logarytmami, gdyz jzz± 1 
wi^zanie ogolne 


s —1 J 

-jy}. Wobec tego mamy roz- 
A 


x(X) = e (1 exp + c a ex P + (I + 2Z 2 ) e^—A 


21 warunkow (29.6) znajdujemy 


c x =Tfi(s —-l) 2 , i) 2 * 
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Wobec tego 

x(X) == i(s—l) 2 sh-~ + {l+2V)e x -X = 

£ 1 

” « 8 - 1)! (l!F=ij + sii^iP ■+■••) + <' +^-i - 
=((i-i)j+ji^n]++■•••) + a+m^-i- 

00 -j2v+l 

— iA +^ , ( 2 ,+ ll i 8 i a -i)^. +< i + a ^- 


oo 

= (Z+2J 2 )e*— M —JT 

V—t 

i ostateeznie 

oo 

00 (X,t) = (1 + 2 t)e x -X—^ 

V=1 


x 2v+1 (1 1 1 \ 

(2v+l)! \s S—1 + ‘" (s—l) 2 * *—V 

A 2y+1 / ,r t , z 2 ”- 2 i\ 

(2v+l)! \~ e [ 1 l! + - + (2»—2)lJJ- 


Jest to jedyne rozwi%zanie czynig>ce warunkom zadania. 

§ 30. Ogdlne uwagi o rozwiqzywaniu rdwnari czqstkowych 
metodq operatordw 

W rozwazanych dot%d przykiadach wyst^powaly funkcje wy- 
kladnicze nast§puj^cych typow 

__ x x 

e*, e~ x ‘, e~ x Y*, e >, e^; 

odpowiadaj% one pierwiastkom 

(30.1) 1, _ s , -\T S , -Ys+l, -i- 

s’ s —1 

rownania charakterystycznego. Jest oczywiste, ze tylko w specjal- 
nyeh. przypadkach. pierwiastki rownania charaktery sty cznego maj% 
tak prost^. postad. 

Powstaje pytanie, czy rownanie eharakterystyczne ma zawsze 
pierwlastki i jak% one majq, postad. Otoz mozna ndowodnid l ), ze- 
jezeli rownanie operatorowe 


_ + ... -f* d Q % = f\X) 

*) Mikusinski [30]. 


zostalo wyprowadzone z rownania cz^stkowego o wspolezynnikacli 
staiych 

m n 

2 ^ a pv®At*t v (A,t) = 

/u=0 v=0 

to rownanie charakterystyczne 

a m u m -j- ... + a 0 = Q 


ma zawsze m pierwiastkow i wszystkie te pierwiastki dadz§, si£ 
przedstawid w postaci zbieznego szeregu nieskonezonego o wspol- 
czynnikach liczbowyeh 

oo 

(30.2) w = PkS klq +■■■+P t s llg +P 0 + yj“ q , 

x=i 


gdzie 1c jest pewng* liczbg* calkowit^ nienjemn^, za& g liczbsjj natu¬ 
ral^ nie wi^kszg, niz m. N*a przyklad 


_ yr+i =- f s ( i+1)»=- y» 


i+m*+ 




i = 1 

s —1 1— l 


=2**- 


Wszystkie operatory (30.1) mog+byd uwazane za szczegolne- 
przypadki operatora typu (30.2). 

Po znalezieniu wszystkich pierwiastkow rownania bharaktery- 
stycznego nalezy nast§pnie rozstrzygn%6, czy znalezione pierwiastki 
s% logarytmami. Od tego bowiem zalezy postac rozwi^zania ogol- 
nego i liczba wyst§puj^cych w nim parametrow dowolnycb. Otoz. 
mamy nast^puj^ce kryterium 1 ): 

Jezeli ->1 * 8*4=0 lub jezeli - = 1 i P* nie jest rzeezywiste r 

q q 

to operator w 7 olcr&Slony rownosciq, (30.2), nie jest logarytmem. W prze- 
eiwnym razie w zawsze jest logarytmem . 


x ) Mikusinski [30]. 
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Stsfcd wynika na przyklad, ze operatory 

• , 1 

s 2 , s 3 , s 2 -jrts, S 2 -jr~ 

nie s$ logarytmamiize wszystkie operatory (30.1) logarytmami. 

jezeli wszystkie wspolczynniki fa rowne zera to operator w 
redukuje si§ do funkcji klasy ZK 





ktora jest ciqgla dla t > 0. W tym przypadku. eP rozwija si§ na szereg 
potggowy 

If X 2 f 2 

(30.3) « v = l + ir +- 2T + -- 


Jezeli 1= 0, to funkcji e*™ mozna napisad w postaci 


g/lio __ ' 

Jezeli J==l, to 

6 jlw = exp Xfas llq • • e x f ; 

jezeli Jc= 2, to 

e Xm eX p Xfas 2 ^ q • exp 

i tak dalej. 

We wzoracb tych ksztalt funkcji eft jest dany przez szereg (30.3); 
f unk cja < 5 ^° jest zwyklqj funkcji wykladnicz^. Pozostale czynniki 
,s% ksztalou exp Xfas xlq . 

Mozna udowodnid ogolnie, ze jezeli 0<a<l, to przy wszelkim 
zespolonym ft mamy rozwini^cie 


(30.4) 


exp Xfa a = 1 


Xfa* (Xfa a ) 2 
1 ! + X\ 


? 


szereg ten jest zbiezny w sensie operatorowym przy kazdym X rze- 
czywistym 1 ). 

Jezeli (3 jest rzeczywiste i ujemne, to wygodniejszy jest wzor 2 ) 



x ) Ryll-Nardzewski [44]. 
2 ) Mikusinski [30]. 
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lub rownowazny mu wzor 
f 1 °° 

(30.6) exp X§s a = |~y exp {—xt—X a W cos an) ■ sin gin arc) . 

W szczegolnym przypadku a = | mamy fankcj^ wykladniez% 
paraboliczng, i wzory daj% si§ upro^cid do postaei 


exp 


xpy~s-. 


1 ^ CXT3 / 


i 2 ^ P ' 

\ / 


funkcji t§ omowilismy szczegolowo w cz§sci II (§29). 

Wzory (30.5) i- (30,6) mozna w szczegolnosci stosowac, gdy 
V V 

a = ~ <1. Gdy zai3 ^ =1 i (} jest rzeczywiste (jezeli nie jest rzeczy- 

'wiste to funkcja wykladnicza nie istnieje), to funkcja exp Xfa re¬ 
dukuje si§ po prostu do funkcji wykladniczej hiperbolicznej exp Xfa, 
ktor^ omowilismy w paragrafabh 9 i 10 czfSci II. 

Z tycb uwag widad, ze rachunek operatorow daje si§ zasto- 
sowad do kazdego rdwnania cz^stkowego o wspolczynnikaeh stalych 
i mamy zawsze “ moznoS6 rozstrzygni§cia, ile pierwiastkow-loga- 
rytmow ma odpowiednie r6wnanie cliarakterystyczne, i »znalezienia 
wszystkicb zwi^zanych z nimi funkcyj wykladniczycli. W poszcze- 
golnycb przypadkach ksztalt pierwiastkow rownania ckaraktery- 
stycznego i odpowiednieh funkcyj wykladniczych bywa cz§sto sto- 
sunkowo prosty i wtedy nie musimy si§ uciekad do ogolnyck wzordw. 

Wazny i interesuj^cy jest przypadek, kiedy zaden z pierwiast¬ 
kow rownania cbarakterystycznego me jest logarytmem. Wtedy 
rdwnanie operatorowe nazywamy czystym (zob. § 6); mozna tez 
nazwac czystym rownanie cz^stkowe jemu odpowiadaj^ce, ale trzeba 
pami^tac, ze nazwa ta nie jest symetryczna wzgl^dem zmiennych X i t 

Latwo sprawdzid we wszystkicb omawianycb poprzednio przy- 
padkacb, ze rownania czyste nie byly restryktywne. Mozna ndowod- 
nic twierdzenie ogolne: 

B>6wnanie czyste nigdy nie jest restrylctywne 1 ). 

Dzi^M temu w przypadku rownan czystycb mozna warunki 
na osi X podawad zawsze w postaci Cauchy’ego, 


») Mikusinski [30]. 
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